Problema saptamanii 97
Determinati tripletele x,y, z de numere reale distincte cu proprietatea ca

{x—y y—* Z_x}z{%W}‘

y—z2 z—ax ' x—1y

Olimpiada Cehia si Slovacia, 2007

Solutia 1:

Datorita simetriei circulare, putem trata numai cazurile r < y < z si r < z < .
Toate celelalte se reduc la acestea doua.

S < -1< y—z <0< x—y7 deci sistemul
x—y Z—x y—z

revinela z —x =z(x —y), y —2=y(z —z), z —y = z(y — 2). Adunand relatiile,
obtinem 2+ 2yz — 2% — 2zy = 0, adicd (z — 2)(z+2—2y) = 0, de unde x + 2z = 2y.

Cazul 1: dacd x < y < z, atunci

1
Revenind la cele trei ecuatii anterioare se obtine solutia (z,y, z) = <—2, —3 1).

Cazul 2: dacd = < z < y, atunci — <-1< S <0< y_z,deci sistemul
y—z r—y z—x

devinex —y =xz(y —2), z—x = z(xr —y), y — 2 = y(z — x). Notand = = a, se
1 a+1

obtin solutiile (z,y,2) = | a, —

Py " ),cuaER,a#O@ia#—l.

Agadar solutiile sistemului sunt:

1 1
<a, — , _at > pentru orice a diferit de 0 gi de —1,
a+1 a
1 1
(_a i , a, ——) pentru orice a diferit de 0 si de —1,
a a+1
1 1
(— , _at , a> pentru orice a diferit de 0 gi de —1,
a—+1 a

1 1\ . 1
-2, ——, 1), (1, =2, —= ) st |{—=, 1, —=2).
2 2 2

Revenind la rezolvarea sistemului de mai sus, iata o cale, poate nu cea mai simpla:
rescriem x —y =a(y —2) v —y =2y —xz < (1 + 2) = y(1 + z) §i sistemul

no . k . k
revine la #(1+2) = y(1+2) = 2(14+y) 2 k. Atunci 1 + 2 = — si z = 114’
x y
ko k+1 .
de unde — = % Inlocuind k = y(1 + z) si efectuand calculele se ajunge la
Z Y
y+y? +ay? = 22y +x+axy, decila (y—x2)(y+1+ay) =0, de unde y + 1+ zy = 0.
1
Notand x = a, obtinem y = ———. Analog, 2 = —— = — a_ (Sau, alter-
a+1 y+1 a+1

nativ, se poate observa si folosi cd zyz = 1.)

Solutia 2: Adunand 1 fiecarui element din cele doud multimi, obtinem ca

xr — — Z Z—T
{ Yo, =240 +1}—{x+1,y+1,z+1},
y—z Z2—x xr—y



adici

T —z —x z-—
{ 7y b y}:{x+17y+17z+1}7
y—z z—x T—1Y
cu alte cuvinte
1 1 1
T T ={z+1, y+1, 2+ 1}.

De aici se trateaza cazuri, ca mai sus, in functie de cate dintre numerele z,y, z sunt
pozitive.

Problem of the week no. 97
Find all pairwise distinct real numbers z,y, z such that

{x_y y— 2 z—x}:{x,y,z}.

y—2z z—x xT—1Y
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English solutions can be found on AoPS.


https://artofproblemsolving.com/community/c6h467463p2617538

