
Problema s«pt«m¥nii 93

Fie a, b, c > 0. Ar«tat�i c«

a+ 3b

b+ c
+

b+ 3c

c+ a
+

c+ 3a

a+ b
≥ 6.

Solut�ia 1: (David Andrei Anghel, Andrei M«rginean, Radu Lecoiu, Vlad Vergelea)
Dup« eliminarea numitorilor, inegalitatea din enunt� revine la a3 + b3 + c3 + a2b+
b2c + c2a ≥ 2(ab2 + bc2 + ca2), inegalitate care rezult« din adunarea inegalit«t�ilor
evidente a3 + c2a ≥ 2a2c, b3 + a2b ≥ 2ab2 �si c3 + b2c ≥ 2bc2.
Egalitatea are loc dac« �si numai dac« a = b = c.
Solut�ia 2: (Marian Cucoane�s)

Avem
a+ 3b

b+ c
+

b+ 3c

c+ a
+

c+ 3a

a+ b
− 6 =

b(a− b)2 + c(b− c)2 + a(c− a)2

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
, de unde

obt�inem inegalitatea din enunt�.

Comentariu: Inegalitatea din enunt� arat« c«

a

b+ c
+

b
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+

c
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(
b

b+ c
+

c
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+

a

a+ b

)
≥ 3(n+ 1)

2

are loc pentru n = 3 �si orice a, b, c > 0.
O ��ntrebare natural«: care este valoarea optim« a lui n pentru care inegalitatea de
mai sus este adev«rat«?
Vlad Vergelea ne semnaleaz« faptul c« pentru n = 5 inegalitatea este adev«rat«
(ea apart�in¥nd lui Vasile C¥rtoaje, 2007).

Problem of the week no. 93

Let a, b, c > 0. Prove that

a+ 3b

b+ c
+

b+ 3c

c+ a
+

c+ 3a

a+ b
≥ 6.

Solution 1: (David Andrei Anghel, Andrei M«rginean, Radu Lecoiu)
Eliminating the denominators reduces the inequality to a3 + b3 + c3 + a2b+ b2c+
c2a ≥ 2(ab2 + bc2 + ca2), which follows immediately by adding a3 + c2a ≥ 2a2c,
b3 + a2b ≥ 2ab2 and c3 + b2c ≥ 2bc2.
Equality olds if and only if a = b = c.
Solution 2: (Marian Cucoane�s)

Writing
a+ 3b

b+ c
+

b+ 3c

c+ a
+

c+ 3a

a+ b
− 6 =

b(a− b)2 + c(b− c)2 + a(c− a)2

(a+ b)(b+ c)(c+ a)
, proves

the inequality directly.


