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Problema 1. Fie multimea A = {2%3°5° | 0 < a,b,¢ < 2}. Determinati
numarul minim £ astfel incat daca alegem oricare & numere din multimea
A, vor exista doua dintre ele, unul divizibil prin celalalt.

N. G. De Bruijn

Solutia. (Dan Schwarz) Vom demonstra ca valoarea este k = 8.

Alegerea B = {203152 203251 213052 213151 213250 923051 9231501 " ¢y
alte cuvinte B = {2%3°5¢ | 0 < a,b,c < 2, a+ b+ c = 3}, cu 7 elemente,
este un exemplu fara doua dintre ele, unul divizibil prin celalalt. Pe de alta
parte, in acest caz simplu, este usor de partitionat multimea A in 7 clase
disjuncte, astfel incét, in fiecare dintre clase, elementele dintr-o pereche sa
divida unul pe celalalt.

O metoda utila este scrierea elementelor pe nivele, dupa suma exponentilor
(diagrama Hasse a laticii de divizibilitate — se observa ca elementele multimii
B reprezinta linia din mijloc a diagramei)

223252
213252 223152 223251
203252 213152 213251 223052 223151 223250
203152 203251 213052 213151 213250 223051 223150
203052 203151 203250 213051 213150 223050
203051 203150 213050
203050

Acum, orice alegere de 8 elemente din A va contine o pereche In una din
clasele partitiei (din principiul cutiei), gi deci o pereche in care unul divide
pe celalalt. [

Remarca. Rezultatul se extinde la o multime

n
A—{Hp?"\OSaiSm, i—1,2...,n},
i=1

unde p; sunt numere prime distincte. In aceste conditii consideram

n n
B:{prﬂogaigm, i=1,2..., Zai: an/ZJ}
i=1 i=1

Rezultatul lui De Bruijn, Tengbergen & Kruyswijk este cd numarul cautat
este |B|+ 1, si poate fi considerat o generalizare a lemei lui Sperner; pentru

toti a; € {0,1}, avem |B| = <Ln72j>'
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Problema 2. Un numar de n persoane sed in jurul unei mese, fiecare
avand un pahar continand o anume cantitate de apa. Cantitatea totala de
apa din paharele celor n persoane este C. Anton, care std in capul mesei,
igi distribuie in mod egal toata apa din paharul sau celorlalte persoane.
Apoi Barbara, vecinul din stanga lui Anton, procedeaza la fel, si asa mai
departe, in ordine, pana la Zaharia, vecinul din dreapta lui Anton, care si el
igi distribuie in mod egal toata apa din paharul sdu celorlalte persoane. Se
observa acum ca fiecare are In paharul sau exact cantitatea de apa pe care
o avea la Inceput.
Ce cantitati de apa aveau persoanele din jurul mesei la inceput?

Internet
Solutia. (Dan Schwarz) Fie x; cantitatea initiala de apa din paharul per-

n
soanei 7, 1 <14 < n, deci Zmz = (C. Fie gi y; cantitatea de apa din paharul
i=1
persoanei i, 1 < ¢ < n, la momentul cind isi distribuie apa din paharul
=
p— Z Yj, si, deoarece dupa distribuirea apei pa-
j=1
harul persoanei a ramas gol, dar la sfarsit va contine aceeasi cantitate ca la
X 1 n ‘ 1 i—1 1 n
inceput, x; = ] Z y;. Dar atunci y; = — Zyj + Z Yjs

R , n—1 <
Jj=i+1 Jj=1 J=i+l

n 1 -
— i = — Zlyj, deci toate cantitatile y; sunt egale, sa zicem
j:

yi =y, pentru 1 <7 < n.

sau. Atunci y; = z; +

adica

n

. n .
. n—i ) n—iq n
Rezulta x; = my, deci C = ;_1 T = g y = §y, de unde

—~n — 1
= =1
2C 2C(n—1
y = —. Prin urmare x; = M, for 1 <i<n.
n n(n —1)
Sa mai observam ca de fapt cantitatile de apa din pahare iau tot timpul
) . 2C(n—1) 2C(n—2) 2C y .
aceleasi valori, , e ,0, doar ca aceste valori
nn—1) " n(n-—1) n(n —1)
sunt rotite in jurul mesei, prin aplicarea permutarii ciclice o = (1,2,...,n),
astfel Incat, dupa cei n pasi, se revine la situatia initiala. |
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e | invefi cu plécere !

Problema 3. Pentru orice intreg n > 2, aratati ca exista n numere intregi
pozitive distincte, astfel incat produsul lor sa fie divizibil prin suma oricaror
doua dintre ele.

kokosk

Solutia. (Dan Schwarz) Fie x1, za,. .., x, oricare numere intregi strict poz-
itive distincte, gi fie d = H (x; + x;j). Sa luam acum ay = dzj, pentru
1<i<j<n
toti 1 < k < n. Dar atunci a; + a; | H ap pentru i # j, deoarece
1<k<n
a; + a; :d(a:i—f—a:j), H ap =d" H Tp, Si T+ xj |d, deci a; + a; | d?.
1<k<n 1<k<n
Evident, problema poate fi generalizata pentru a avea produsul numerelor
divizibil la suma oricaror si oricator elemente ale multimii. |
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