Problema saptamanii 81
Daca a, b, c > 0, demonstrati ca

a b c 3
> .
b(a? + 2b?) * c(b? + 2¢?) i a(c® +2a?) — ab+ bc + ca
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Solutie: (Viad Vergelea)
Elimindnd numitorii se ajunge dupa calcule la inegalitatea

2463033 +23 " a%b3c+8 Y a’bc® < 3" a?bPct +3> " attP P +2 5 abbPe+4 > atbre+
257 a%0?c? 425 a%?® + 45" P! in care toate sumele sunt ciclice.

e Dar a®b?c? + a’ct > 2a°bc3, deci - a®b?c? + > a’ct > 25" aPbcd.

o In plus, S a?b3c* + 33 a*b3c? + 43 a*bic > 240’33,

e Ramane de demonstrat ca > a®b?c + Y a®0® + > a®b* > > a’bPc + 2" abed.
Vom demonstra mai intai printr-o spargere cu medii ca > a®h® > > a®b3c.
Cautam ponderile o, 8,7 € Q4, cu a + B+ v = 1, astfel incat a - a%0® + 3 -
boc3 + v - Pa® > a’bPc sa reprezinte inegalitatea ponderatd a mediilor. Avem

6+ 3y =5
a-ah® + B -9 4 v - Fa® > abtIpOB3ac 38 deci vrem ca { 68+ 3o =3
6y+38=1

Rezolvand sistemul, obtinem o = —, = v = 9 Numerele fiind nenegative, ine-

§7
galitatea se verifica.

e Riamane si demonstram ca > a®b?c + > a®b* > 23" abc®. Vom demonstra, tot
cu spargeri cu medii, ca > a%b?c > Y a’b?c?. Cum > (a®b?c? + a®ct) > 2> aPbe3,
va rezulta concluzia.

16

La fel ca mai sus se gisesc ponderile (rationale, pozitive, cu suma 1) o = o7’
1

B = 577 = 51 pentru care inegalitatea o - a%b?c + 3 - b5c2a + v - cPa®b > a’b*c? re-

prezinta inegalitatea mediilor ponderata. Scriind si analoagele si adunand obtinem
S a%h?c > " aPvPcl.

O alta solutie poate fi gasita in Mathematical Excalibur.
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Se also the proof from Mathematical Excalibur.
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