
Problema s«pt«m¥nii 81

Dac« a, b, c > 0, demonstrat�i c«

a

b(a2 + 2b2)
+

b

c(b2 + 2c2)
+

c

a(c2 + 2a2)
≥ 3

ab+ bc+ ca
.
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Solut�ie: (Vlad Vergelea)
Elimin¥nd numitorii se ajunge dup« calcule la inegalitatea

24a3b3c3+2
∑
a5b3c+8

∑
a5bc3 ≤

∑
a2b3c4+3

∑
a4b3c2+2

∑
a6b2c+4

∑
a4b4c+

2
∑
a5b2c2 + 2

∑
a6b3 + 4

∑
a5b4 ��n care toate sumele sunt ciclice.

• Dar a5b2c2 + a5c4 ≥ 2a5bc3, deci
∑
a5b2c2 +

∑
a5c4 ≥ 2

∑
a5bc3.

• �In plus,
∑
a2b3c4 + 3

∑
a4b3c2 + 4

∑
a4b4c ≥ 24a3b3c3.

• R«m¥ne de demonstrat c«
∑
a6b2c+

∑
a6b3 +

∑
a5b4 ≥

∑
a5b3c+ 2

∑
a5bc3.

Vom demonstra mai ��nt¥i printr-o spargere cu medii c«
∑
a6b3 ≥

∑
a5b3c.

C«ut«m ponderile α, β, γ ∈ Q+, cu α + β + γ = 1, astfel ��nc¥t α · a6b3 + β ·
b6c3 + γ · c6a3 ≥ a5b3c s« reprezinte inegalitatea ponderat« a mediilor. Avem

α · a6b3 + β · b6c3 + γ · c6a3 ≥ a6α+3γb6β+3αc6γ+3β, deci vrem ca


6α + 3γ = 5
6β + 3α = 3
6γ + 3β = 1

Rezolv¥nd sistemul, obt�inem α =
7

9
, β = γ =

1

9
. Numerele fiind nenegative, ine-

galitatea se verific«.
• R«m¥ne s« demonstr«m c«

∑
a6b2c +

∑
a5b4 ≥ 2

∑
a5bc3. Vom demonstra, tot

cu spargeri cu medii, c«
∑
a6b2c ≥

∑
a5b2c2. Cum

∑
(a5b2c2 + a5c4) ≥ 2

∑
a5bc3,

va rezulta concluzia.

La fel ca mai sus se g«sesc ponderile (rat�ionale, pozitive, cu suma 1) α =
16

21
,

β =
1

21
, γ =

4

21
pentru care inegalitatea α · a6b2c+β · b6c2a+ γ · c6a2b ≥ a5b2c2 re-

prezint« inegalitatea mediilor ponderat«. Scriind �si analoagele �si adun¥nd obt�inem∑
a6b2c ≥

∑
a5b2c2.

O alt« solut�ie poate fi g«sit« ��n Mathematical Excalibur.

Problem of the week no. 81

If a, b, c > 0, then prove that

a

b(a2 + 2b2)
+

b

c(b2 + 2c2)
+

c

a(c2 + 2a2)
≥ 3

ab+ bc+ ca
.
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Se also the proof from Mathematical Excalibur.

https://www.math.ust.hk/excalibur/v20_n1_20151028.pdf
https://www.math.ust.hk/excalibur/v20_n1_20151028.pdf

