
Problema s«pt«m¥nii 74

Anna �si Berta joac« un joc ��n care ele mut« alternativ, ��ndep«rt¥nd jetoane de pe
mas«. Anna mut« prima. Dac« juc«toarea care urmeaz« la mutare g«se�ste pe mas«
n ≥ 1 jetoane, ea poate lua k jetoane, unde k ≥ 1 este fie un num«r par cu k ≤ n

2
,

sau un num«r impar cu n
2
≤ k ≤ n. Un juc«tor c¥�stig« jocul dac« ��ndep«rteaz«

ultimul jeton de pe mas«. Determinat�i cel mai mic num«r N ≥ 100000 astfel ��nc¥t
Berta s«-�si poat« asigura victoria��n cazul��n care jocul��ncepe cuN jetoane pe mas«.

Olimpiad« Austria, 2017 (Gerhard Woeginger)
Solut�ie: Spunem despre un num«r natural p c« este o pozit�ie c¥�stig«toare dac« juc«-
torul care, urm¥nd la mutare, g«se�ste p jetoane pe mas« �si are strategie c¥t�ig«toare.
Celelalte pozit�ii le numim pierz«toare. Evident, 0 este pozit�ie pierz«toare. O anal-
iz« retrograd« ne permite s« identific«m natura unora din pozit�ii: 1 este pozit�ie
c¥�stig«toare (poate lua jetonul), 2 este pierz«toare (trebuie s« ia 1 jeton, iar de
acolo, am v«zut, c¥�stig« adversarul). 3 este c¥�stig«toare (pot lua toate jetoanele),
4 este c¥�stig«toare (pot lua 2 jetoane l«s¥nd adversarul cu 2 jetoane, pozit�ie pierz«-
toare), 5 este c¥�stig«toare, dar 6 este pierz«toare. Eventual continu«m etichetarea
pozit�iilor p¥n« ghicim ce se ��nt¥mpl«: aparent pozit�iile pierz«toare sunt cele de
forma 2a − 2, cu a ≥ 1. S« demonstr«m acest lucru. Evident, jocul se termin«
la un moment dat (la fiecare mutare num«rul jetoanelor scade �si nu exist« alt fi-
nal dec¥t victoria unuia dintre juc«tori). S« ar«t«m c« dintr-o pozit�ie de forma
2a − 2 nu exist« mutare c«tre o alt« pozit�ie de aceea�si form«. Dac« s-ar putea
muta la 2b − 2 s-ar lua 2a − 2b ≥ 2a−1 jetoane, adic« un num«r par, dar avem
voie s« lu«m cel mult 2a−1 − 1 jetoane (dac« lu«m un num«r pare de jetoane).
A�sadar, dintr-o pozit�ie pierz«toare nu exist« mutare care s« lase adversarul ��ntr-o
pozit�ie pierz«toare. Ar«t«m c«, reciproc, din orice pozit�ie c¥�stig«toare exist« mu-
tare c¥�stig«toare, adic« una care s« lase adversarul ��n pozit�ie pierz«toare. Dac« pe
mas« sunt m jetoane, 2a − 2 < m < 2a+1 − 2, atunci: dac« m este impar se pot
lua toate jetoanele, dac« m este par, pot lua m− 2a + 2 jetoane (adic« un num«r
par mai mic sau egal cu m

2
) �si l«sa adversarul ��n pozit�ia pierz«toare 2a − 2. A�sadar

pozit�iile pierz«toare sunt cele de forma 2a−2 iar strategia c¥�stig«toare a celui care
nu ��ncepe dintr-o asemenea pozit�ie este s« lase mereu 2a−2 jetoane. Cea mai mic«
pozit�ie pierz«toare mai mare ca 100000 este 131070 = 217 − 2.
A se consulta �si solut�ia oficial« ��n englez«.

Problem of the week no. 74

Anna and Berta play a game in which they take turns in removing marbles from a
table. Anna takes the first turn. When at the beginning of a turn there are n ≥ 1
marbles on the table, then the player whose turn it is removes k marbles, where
k ≥ 1 is either an even number with k ≤ n

2
or an odd number with n

2
≤ k ≤ n.

A player wins the game if she removes the last marble from the table. Determine
the smallest number N ≥ 100000 such that Berta can enforce a victory if there are
exactly N marbles on the table in the beginning.
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The official solution, in English, can be found here.


