Problema saptamanii 74

Anna si Berta joacd un joc in care ele muta alternativ, indepartand jetoane de pe

masa. Anna mutd prima. Daca jucitoarea care urmeazi la mutare giseste pe masi

n > 1 jetoane, ea poate lua k jetoane, unde k > 1 este fie un numar par cu k < 7,
n

sau un numar impar cu 3 < k < n. Un jucator cagtigd jocul dacd indeparteaza

ultimul jeton de pe masa. Determinati cel mai mic numar N > 100000 astfel incat
Berta sa-si poata asigura victoria in cazul in care jocul incepe cu N jetoane pe masa.

Olimpiada Austria, 2017 (Gerhard Woeginger)
Solutie: Spunem despre un numar natural p ca este o pozitie castigitoare daca juca-
torul care, urmand la mutare, gaseste p jetoane pe masa gi are strategie catigatoare.
Celelalte pozitii le numim pierziatoare. Evident, 0 este pozitie pierziatoare. O anal-
iza retrogradd ne permite sa identificaim natura unora din pozitii: 1 este pozitie
cagtigitoare (poate lua jetonul), 2 este pierziatoare (trebuie sa ia 1 jeton, iar de
acolo, am vazut, cagtigd adversarul). 3 este cagtigatoare (pot lua toate jetoanele),
4 este cagtigitoare (pot lua 2 jetoane lasand adversarul cu 2 jetoane, pozitie pierzi-
toare), 5 este cagtigitoare, dar 6 este pierzitoare. Eventual continuim etichetarea
pozitiilor pana ghicim ce se intampla: aparent pozitiile pierzatoare sunt cele de
forma 2% — 2, cu a > 1. Sa demonstram acest lucru. Evident, jocul se termina
la un moment dat (la fiecare mutare numarul jetoanelor scade si nu exista alt fi-
nal decat victoria unuia dintre jucatori). S& aratam ci dintr-o pozitie de forma
2% — 2 nu existd mutare citre o altd pozitie de aceeasi forma. Daca s-ar putea
muta la 2° — 2 s-ar lua 2% — 2° > 297! jetoane, adici un numar par, dar avem
voie sd luam cel mult 2°7! — 1 jetoane (dacad luim un numéar pare de jetoane).
Agadar, dintr-o pozitie pierzitoare nu existd mutare care si lase adversarul intr-o
pozitie pierzitoare. Aritam ci, reciproc, din orice pozitie castigitoare exista mu-
tare castigitoare, adica una care sa lase adversarul in pozitie pierzitoare. Daca pe
masid sunt m jetoane, 2% — 2 < m < 2°F! — 2 atunci: dacd m este impar se pot
lua toate jetoanele, dacd m este par, pot lua m — 2% + 2 jetoane (adicd un numar
par mai mic sau egal cu %) si lasa adversarul in pozitia pierzatoare 2% — 2. Asadar
pozitiile pierzatoare sunt cele de forma 2 — 2 iar strategia cagtigdtoare a celui care
nu incepe dintr-o asemenea pozitie este sa lase mereu 2% — 2 jetoane. Cea mai mica
pozitie pierzitoare mai mare ca 100000 este 131070 = 217 — 2.
A se consulta si solutia oficiald|in englezi.

Problem of the week no. 74

Anna and Berta play a game in which they take turns in removing marbles from a
table. Anna takes the first turn. When at the beginning of a turn there are n > 1
marbles on the table, then the player whose turn it is removes k£ marbles, where
k > 1 is either an even number with & < £ or an odd number with £ < k < n.
A player wins the game if she removes the last marble from the table. Determine
the smallest number N > 100000 such that Berta can enforce a victory if there are

exactly NV marbles on the table in the beginning.
Austrian Olympiad, 2017

The official solution, in English, can be found [here]



