Problema saptaméanii 73
Fie xq,xs, ..., x,,1 numere reale pozitive. Aratati ci
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The Mathematics Ashes, 2008
Solutia 1: (spargere)

Notand xo = 1 avem

L0112 - - T > droxrixe ... xp1(1 — xp), Vk=1,2,...,n+1.

Tk
Adunénd aceste relatii obtinem concluzia.

Deoarece in inegalititile de mai sus avem egalitate daca si numai daca x; = 3 in

1
inegalitatea din enunt avem egalitate dacad toate numerele sunt egale cu 3

Solutia 2: (inductie)

Notam zy = 1 si demonstram afirmatia din enun{ prin inductie dupa n > 0.
1

Pentru n = 0 inegalitatea revine la — > 4(1 — z;), echivalenta cu (2z; — 1) > 2,
1

care este evident adevarata, cu egalitate pentru x; = 3

Presupunand afirmatia adevirata pentru un n > 0, si o demonstram pentru n+ 1.
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1
Egalitate avem daci x, 1 = 5 si dacd avem egalitate gi in inegalitatea din P(n).
Prin inductie rezulta atunci imediat ca egalitatea in inegalitatea din P(n) are loc
1
dacaxlzxgz...:xn:i
Comentariu: In esents, aceasts solutie este echivalentd cu prima, insi are avantajul

de a face spargerea naturala si ugor de gisit.

Solutia 3: (Marian Daniel Vasile)

Faptul cd putem intui usor cazul de egalitate v1 = x5 = ... =2, = 5 ne face si

ne gandim la a aplica inegalitatea ponderatd a mediilor pentru numerele
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cu ponderile 27, 2"~ 2"=2 2 1 si respectiv 1.
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(In cazul de egalitate toate numerele sunt egale cu on1 iar suma ponderilor este
2n+1.)
Rescriem inegalitatea de demonstrat sub forma
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si aplicam inegalitatea ponderata a mediilor:
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cu exponentul 14+1+2+...+2F1—2F =0, deci se reduce. Ramanem cu P = 257
unde S =n2" + (n—1)2" '+ ... +2-224+1.2L

Suma S poate fi calculatd prin (cel putin) 3 metode:

1. ghicim si verificim prin inductie ¢d S = (n — 1)2"! + 2,

2.scriem S = (2" 2" 14 4 2)+ (22" 4 22 (2020 ) 20 =
(2L —2) (201 —22) | (20— 2n 1) (204l _gn) = pontl (24924 497 =
(n—1)27+1 + 2,
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3. folosind derivate: dacd f(x) = 2" +a" ' +.. +2?+x+1 = . 1 (pentru x #
x p—
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Pentru « = 2 obtinem 5= f(2)=(n—1)2"+1.

Rezultd ca P = b deci 2n+lpl/2ntl _ 2n
o I ! = oon-1

= 4, adici inegalitatea de

demonstrat.

Solutia 4: ( Titu Zvonaru, Radu Popescu, Marius Stanean)
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negalitatea din enunt se poate scrie ( T \/x_1> + 2 ( /T2 \/$_2) +
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Avem egalitate daca si numai dacd x1 =19 = ... = 2,41 =



Problem of the week no. 73
Let x1, 29, ..., 2,1 be positive real numbers. Prove that
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Solution:
Denoting xo = 1, we have

ToT1T2 . .. Th—1 > dzoaizs . .. w1 (1 — 1) | Vk=12...,n+1.

Tk

Summing these inequalities gives the desired conclusion.

1
Equality holds if and only if 1 =29 = ... = 2,41 = 3

A more natural approach is by induction.



