
Problema 1. Fie M un punct ��n interiorul paralelogramului ABCD.
Ar«tat�i c« ^MDA ≡ ^MBA dac« �si numai dac« ^MAD ≡ ^MCD.

∗ ∗ ∗

Solut�ia 1:

O solut�ie scurt« �si elegant« se bazeaz« pe urm«toarea construct�ie:
Consider«m punctul P astfel ca ADMP s« fie paralelogram. Av¥nd laturile (opuse)
MP �si BC paralele �si congruente, PMBC este �si el paralelogram. Atunci
^MDA ≡ ^MBA ⇐⇒ ^MPA ≡ ^MBA ⇐⇒ AMBP este inscriptibil ⇐⇒
^MAB ≡ ^MCB ⇐⇒ ^MAD ≡ ^MCD.

Observat�ii: 1. O problem« foarte asem«n«toare s-a dat anul trecut la etapa final« a
concursului Gazeta Matematic« - viitoriolimpici.ro (problema 1 de la clasa a IX-a),
vezi Gazeta Matematic« seria B, nr. 11/2010.
2. V« mai semnal«m o problem« care se poate rezolva u�sor cu ajutorul construct�iei
de mai sus:
Fie M un punct ��n interiorul paralelogramului ABCD. Ar«tat�i c«

MA ·MC + MB ·MD ≥ AABCD.

Tot pe aceast« tem« v« propunem �si problema E.82. din RMT nr. 2/2011.

Solut�ia 2: (dat« de S�tefan Vr¥nceanu)

Fie P, Q, R, S proiect�iile punctuluiM pe dreptele AB, BC, CD, respectivDA. Se
formeaz« patrulaterele inscriptibile (posibil degenerate dac« una din proiect�ii cade
��ntr-unul din v¥rfurile paralelogramului) MRDS �si MPBQ (ordinea punctelor
poate s« nu fie asta). Avem ^MRS ≡ ^MDA ≡ ^MBA ≡ ^MQP , de unde
rezult« c« patrulaterul PQRS este inscriptibil.
Analog se demonstreaz« echivalent�a ^MAD ≡ ^MCD ⇐⇒ patrulaterul PQRS
este inscriptibil, de unde concluzia.

Solut�ia 3: (schit�«)

Vom demonstra numai prima implicat�ie, cea de-a doua fiind similar«.
Dac« M ∈ BD atunci ABCD este romb �si afirmat�ia este imediat«.
�In continuare vom presupune c« M ∈ Int (∆ABC). �In cel«lalt caz figura este di-
ferit« dar afirmat�iile de mai jos r«m¥n adev«rate (argumentele se modific« put�in).
Se consider« {P} = AD ∩BM �si {Q} = AB ∩DM . Se arat« succesiv c«:
- patrulaterul BDPQ este inscriptibil;
- ∆APQ ∼ ∆ABD (UU) ;
- ∆MPQ ∼ ∆MDB (UU) ;
- ∆MPA ∼ ∆MDC (scriind rapoartele egale din asem«n«rile de mai sus) ;
- ^MAP ≡ ^MCD.

1



Am mai primit �si alte solut�ii foarte bune bazate pe asem«nare.
De asemenea, am primit �si solut�ii cu teorema sinusurilor (vezi �si remarca din GM nr.
11/2010 privitoare la rezolvarea problemei date la concursul GM-viitoriolimpici.ro).

Problema 2. Ar«tat�i c« pentru orice n ∈ N exist« un p«trat perfect ��n a c«rui
scriere zecimal« cifra 1 apare de exact n ori.

∗ ∗ ∗

Solut�ia 1 :

Vom ar«ta c« a = 1111...1︸ ︷︷ ︸
n cifre

222...2︸ ︷︷ ︸
n+1 cifre

5 este p«trat perfect pentru orice n ∈ N.

Pentru n = 0 acest lucru este evident.
Pentru n ∈ N∗ not«m x = 1111...1︸ ︷︷ ︸

n cifre

. Atunci, folosind c« 9x + 1 = 10n, avem

a = x·10n+2+200x+25 = 100x(9x+1)+200x+25 = 900x2+300x+25 = (30x+5)2

adic« un p«trat perfect.
(Altfel, pe aceea�si idee: Pentru n ∈ N not«m x = 1111...1︸ ︷︷ ︸

n+1 cifre

. Atunci

a = (x+ 1) ·10n+1 + 2x+ 3 = (x+ 1)(9x+ 1) + 2x+ 3 = 9x2 + 12x+ 4 = (3x+ 2)2.)

Solut�ia 2 :

Vom ar«ta c« a = 1111...1︸ ︷︷ ︸
n cifre

555...5︸ ︷︷ ︸
n−1 cifre

6 este p«trat perfect pentru orice n ∈ N∗.

Pentru n ∈ N∗ not«m x = 1111...1︸ ︷︷ ︸
n cifre

. Atunci, folosind c« 9x + 1 = 10n, avem

a = 1111...1︸ ︷︷ ︸
n cifre

555...5︸ ︷︷ ︸
n cifre

+1 = x·10n+5x+1 = x(9x+1)+5x+1 = 9x2+6x+1 = (3x+1)2

adic« un p«trat perfect.

Problema 3. Fie ABCDEF un hexagon regulat, iar G, H, I, J, K �si L mijloacele
laturilor [AB], [BC], [CD], [DE], [EF ] �si respectiv [FA]. Segmentele [AH], [BI],
[CJ ], [DK], [EL] �si [FG] m«rginesc un hexagon mai mic. Aflat�i raportul dintre
aria acestui hexagon �si aria hexagonului ABCDEF .

Concurs SUA, 2010

Solut�ie :

Mai ��nt¥i ar«t«m c« hexagonul mic este regulat, apoi vom calcula raportul cerut
prin dou« metode.

S« not«m cu M,N,O, P,Q,R v¥rfurile hexagonului mic ({M} = AH∩FG, {N} =
BI ∩ AH, etc) �si cu ` lungimea laturii hexagonului mare. Atunci triunghiurile
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ABH, BCI �s.a.m.d. sunt congruente (LUL). De aici obt�inem congruent�a unghiu-
rilor ^BAH, ^CBI, etc respectiv a unghiurilor ^FGA, ^AHB, etc. Atunci triun-
ghiurile mici AMG, BNH, etc sunt congruente (ULU). Obt�inem de aici congruent�a
unghiurilor hexagonului mic �si faptul c« acesta are toate laturile egale (ca diferent�e
de lungimi de segmente congruente). Prin urmare hexagonul mic este regulat. Ra-
portul dintre ariile celor dou« hexagoane este p«tratul raportului dintre lungimile
laturilor (asta se vede �si mai bine descompun¥nd fiecare din cele dou« hexagoane
��n 6 triunghiuri echilaterale).

Metoda 1: Cu teorema cosinusului (teorema generalizat« a lui Pitagora) ��n ∆ABH

obt�inem AH2 = AB2 + BH2 + 2 ·AB ·BH · cos 60◦ = `2 +
`2

4
+ 2 · ` · `

2
· 1

2
=

7`2

4
,

deci AH =
`
√

7

2
. Din ∆ABH ∼ ∆AMG rezult«

MG

BH
=

AM

AB
=

AG

AH
=

1√
7
,

AM =
`
√

7

7
, NH = MG =

`
√

7

14
�si MN = AH − AM − NH =

2`
√

7

7
. �In fine,

AMNOPQR

AABCDEF

=

(
MN

AB

)2

=
4

7
.

Metoda 2: (mai lung« dar f«r« prea multe calcule)

Din ∆ABH ∼ ∆AMG rezult«
AM

MG
=

AB

BH
= 2, deci AM = 2MG.

Inspirat�i de o problem« asem«n«toare (pe care o vom prezenta la sf¥r�situl acestei
rezolv«ri), consider«m simetricele M ′, N ′, O′, P ′, Q′, R′ ale punctelor M, N, O, P ,
Q, R fat�« de punctele G,H, I, J,K �si respectiv L. Deoarece ∆AMG ≡ ∆BM ′G (�si
analoagele), putem �muta" ariile triughiulet�elor AMB, BNH, COI, DFJ, EQK
�si FRL ��n exteriorul hexagonului mare �si obt�ine c« aria hexagonului mare este
egal« cu suma dintre aria hexagonului mic �si ariile trapezelor MNBM ′, NOCN ′,
etc. Acestea sunt ��ntr-adev«r trapeze deoarece AMBM ′ este, din construct�ie, para-
lelogram. �In plus, cum AM = 2GM = MM ′ �si BN = AM , avem MM ′ = M ′B =
BH. Dac« not«m {S} = MG ∩ BN , triunghiurile SMN �si SM ′B vor fi echi-
laterale, de unde SB = M ′B = BH deci M ′B este linie mijlocie ��n ∆SMN .

Atunci ASM ′B =
1

4
· ASMN , deci AMNBM ′ =

3

4
· ASMN =

3S

4
unde am no-

tat cu S aria triunghiului echilateral de latur« MN . Descompun¥nd hexagonul
MNOPQR ��n 6 triunghiuri echilaterale de latur« MN , obt�inem AMNOPQR = 6S

�si AABCDEF = 6S + 6 · 3S

4
=

21S

2
, de unde concluzia.

Problema care a inspirat construct�ia de la Metoda 2 este una foarte asem«n«toare:

Fie ABCD un paralelogram �si M,N, P,Q mijloacele laturilor AB, BC, CD, DA.
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Ar«tat�i c« intersect�iile dreptelor AN,BP,CQ,DM determin« un paralelogram �si

calculat�i raportul dintre aria acestui paralelogram �si aria paralelogramului ABCD.

Solut�ie:
Not¥nd cu {X} = AN ∩ DM , {Y } = AN ∩ BP , {Z} = BP ∩ CQ, {T} =
CQ∩DM �si cu X ′, Y ′, Z ′, T ′ simetricele acestor puncte fat�« de M, N, P respectiv
Q, obt�inem 8 triunghiuri congruente: AXM , BX ′M , BY N , CY ′N , etc. �Inlocuind
atunci ariile celor 4 triunghiuri aflate ��n interiorul paralelogramului ABCD cu arii-
le celor 4 triunghiuri situate ��n exteriorul acestuia, obt�inem c« aria lui ABCD este
suma ariilor a 5 paralelograme congruente: XY ZT , XY BX ′, Y ZCY ′, ZTDZ ′ �si
TXAT ′. Prin urmare, f«r« niciun calcul, rezult« c« raportul dintre aria paralelo-

gramului mic �si aria paralelogramului mare este
1

5
.
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