
Problema 1. Fie 9 numere naturale care îl divid pe 302009. Ar taµi c 
exist  dou  dintre acestea având produsul p trat perfect.

Bogdan Vioreanu, problema C.O:4997 din GM nr. 1/2009

Soluµie: (preluat  din GM nr. 7-8-9/2009)
Fie xi cu i ∈ {1, 2, . . . , 9} divizori ai lui 302009. Cum 30 = 2 · 3 · 5, rezult  c 
xi = 2mi · 3ni · 5pi , cu mi, ni, pi ∈ {0, 1, . . . , 2009} ³i i ∈ {1, 2, . . . , 9}. Cum
resturile la împ rµirea cu 2 sunt 0 sau 1 ³i exist  8 triplete cu componentele
0 sau 1, rezult  c  exist  2 triplete (mi, ni, pi) ³i (mj , nj , pj) astfel încât nu-
merele mi +mj , ni + nj ³i pi + pj sunt toate pare. Notând mi +mj = 2m,
ni + nj = 2n, pi + pj = 2p, rezult  c  xi · xj = 22m · 32n · 52p = (2m · 3n · 5p)2,
de unde obµinem concluzia.

Problema 2. Fie a un num r real. Ar taµi c  aria triunghiului cu

lungimile laturilor
√
a2 − a+ 1,

√
a2 + a+ 1,

√
4a2 + 3 nu depinde de a.

Marcel Chiriµ , problema C.O:5013. din GM nr. 3/2009

Soluµie: (preluat  din GM nr. 7-8-9/2009)

Fie AB =
√
a2 − a+ 1, AC =

√
a2 + a+ 1 ³i BC =

√
4a2 + 3. Atunci

cosA =
−(2a2 + 1)

2
√

(a2 − a+ 1)(a2 + a+ 1)
=
−(2a2 + 1)

2
√
a4 + a2 + 1

, deci

sinA =

√
3

2
√
a4 + a2 + 1

. Obµinem:

SABC =
AB ·AC sinA

2
=

√
a2 − a+ 1 ·

√
a2 + a+ 1

2
sinA =

=

√
a4 + a2 + 1

2
sinA =

√
3

4
.

Problema 3. Ar taµi c  ecuaµia x10 + y10 = 2010z10 nu poate avea în
mulµimea numerelor întregi decât soluµia x = y = z = 0.

C lin Gasparic

Soluµie: Fie (x, y, z) o soluµie a ecuaµiei, cu x, y, z numere întregi. Dac 
z = 0 atunci rezult  x = y = 0. Pentru z 6= 0 avem x 6= 0 ³i y 6= 0; în caz
contrar se ajunge la contradicµie. Se ³tie c  �suma a dou  p trate perfecte se
divide cu 3 dac  ³i numai dac  �ecare dintre ele se divide cu 3�. Cum 2010
se divide cu 3, iar x10 ³i y10 sunt p trate perfecte rezult  c  x = 3x1, y = 3y1
cu 0 < x1 < x ³i 0 < y1 < y. Cu acestea ecuaµia devine 310x101 + 310y101 =

1



2010z10, iar dup  împ rµirea la 3 obµinem 39x101 +39y101 = 670z10. De aici de-
ducem c  z = 3z1 cu 0 < z1 < z ³i ecuaµia devine 39x101 +39y101 = 670 · 310z101
sau x101 +y101 = 2010z101 . Procedând asem n tor obµinem x102 +y102 = 2010z102
cu 0 < x2 < x1 < x, 0 < y2 < y1 < y, 0 < z2 < z1 < z. Procedeul se poate
aplica de o in�nitate de ori ceea ce presupune c  exist  o in�nitate de numere
naturale mai mici decât un num r natural dat. Contradicµie. În concluzie nu
avem decât soluµia x = y = z = 0.

Problema 4. În triunghiul ABC cu [AB] ≡ [AC], mediatoarea laturii
AB intersecteaz  pe (BC) în punctul T . În punctul A construim DA ⊥
(ABC) ³i not m cu P , respectiv N proiecµiile punctului A pe dreptele DT ,
respectiv DC. Ar taµi c  punctele B,P,N sunt coliniare.

Ion Tudor

Soluµie: Vom folosi teorema reciproc  a teoremei lui Menelaus în

triunghiul DCT . Va trebui s  demonstr m c 
BT

BC
· CN

ND
· DP

PT
= 1. În

4DTA, (m(Â) = 90◦), din teorema catetei avem AD2 = DP ·DT ³i

AT 2 = PT · DT , de unde
DP

PT
=

AD2

AT 2
. Analog, din 4DAC obµinem

CN

ND
=

AC2

AD2
. De aici avem

BT

BC
· CN

ND
·DP

PT
=

BT

BC
· AC

2

AD2
·AD

2

AT 2
=

BT ·AC2

BC ·AT 2
.

Pe de alt  parte, deoarece T aparµine mediatoarei segmentului [AB], avem
[AT ] ≡ [BT ] ³i 4ABC ∼ 4TAB. Din asem narea celor dou  triunghiuri

obµinem AC2 = BT ·BC. Cu acestea avem
BT

BC
· CN

ND
· DP

PT
=

BT ·AC2

BC ·AT 2
=

BT ·BT ·BC

BC ·BT 2
= 1. Din ultima relaµie deducem c  punctele B,P,N sunt

coliniare.
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