Problema 1. Fie 9 numere naturale care il divid pe 30%2°%9. Aratati ci
existd doud dintre acestea avand produsul patrat perfect.

Bogdan Vioreanu, problema C.0:4997 din GM nr. 1,/2009

Solutie: (preluatd din GM nr. 7-8-9/2009)

Fie z; cu i € {1,2,...,9} divizori ai lui 30%°%, Cum 30 = 2- 3 - 5, rezulti ca
x; = 2™ . 3% . 5P cu my, ng, p; € {0,1,...,2009} si¢ € {1,2,...,9}. Cum
resturile la impértirea cu 2 sunt 0 sau 1 si existd 8 triplete cu componentele
0 sau 1, rezulta ca existd 2 triplete (m;,ng, p;) si (mj,nj,p;) astfel incat nu-
merele m; +mj, n; +n; si p; + p; sunt toate pare. Notand m; + m; = 2m,
n; +nj = 2n, p; +p; = 2p, rezulta ca z; - x; = 22™ .32 . 52 = (2m . 3" . 5P)2
de unde obtinem concluzia.

Problema 2. Fie a un numir real. Aritati ci aria triunghiului cu
lungimile laturilor Va2 —a + 1, Va2 +a + 1, vV4a? + 3 nu depinde de a.

Marcel Chiritd, problema C.0:5013. din GM nr. 3/2009

Solutie: (preluatd din GM nr. 7-8-9/2009)
Fie AB = Va2 —a+1, AC = Va’?+a+1 si BC = V4a? +3. Atunci
—(2a%2 +1) —(2a% + 1)

cos A = = , deci
2/(a2 —a+1)(a®+a+1) 2Vat+a2+1
sin A = L Obtinem:
2va* +a® +1
AB-ACsinA Va2 —a+1-Va2+a+1 .
Sapc = = sin A =
2 2
at4+a?+1 | V3
:fSIHA:T.

Problema 3. Aritati cd ecuatia z'° + y'9 = 20102'° nu poate avea in
multimea numerelor intregi decat solutia x =y = z = 0.

Cdlin Gasparic

Solutie: Fie (x,y, ) o solutie a ecuatjiei, cu x, y, z numere intregi. Daca
z = 0 atunci rezultd x = y = 0. Pentru z # 0 avem = # 0 §i y # 0; in caz
contrar se ajunge la contradictie. Se gtie cd ,suma a doud pdtrate perfecte se
divide cu 3 dacé si numai dacé fiecare dintre ele se divide cu 3”. Cum 2010
se divide cu 3, iar 210 gi y'% sunt patrate perfecte rezulti ci x = 3x1,y = 3y,
culd <z <28 0<y <y Cu acestea ecuatia devine 31033%0 + 310y%0 =



2010219 iar dupa impértirea la 3 obtinem 3%21% + 3910 = 67021%. De aici de-
ducem ca z = 321 cu 0 < 21 < z i ecuatia devme 3921 i +39 10 = 670310210
sau 719+ 910 = 20102{°. Procedand asemanitor ob’glnem xd0 —|—y2 = 20102
cul<zy<zi <z, 0<yys <y <y,0< 29 <2z <2z Procedeul se poate
aplica de o infinitate de ori ceea ce presupune ci existd o infinitate de numere
naturale mai mici decat un numar natural dat. Contradictie. In concluzie nu
avem decat solutia x =y =2 =0.

Problema 4. In triunghiul ABC cu [AB] = [AC], mediatoarea laturii
AB intersecteazi pe (BC) in punctul 7. In punctul A construim DA L
(ABC) si notdm cu P, respectiv N proiectiile punctului A pe dreptele DT,
respectiv DC. Aritati ci punctele B, P, N sunt coliniare.

Ion Tudor

Solutie: Vom folosi teorema reciprocd a teoremei lui Menelaus in

BT CN DP .
i i . i sa a — =1 1
triunghiul DCT. Va trebui sa demonstram ca BC ND  PT =1 In

ADTA, (m(A) =90°), din teorema catetei avem AD? = DP - DT si
DP  AD?

2 _ _ . .
AT® = PT - DT, de unde T = ATT Analog, din ADAC obtinem
CN  AC? De aici avery BL . CN DP _ BT AC? AD* BT -AC?
ND ~ AD* Y™ BC 'ND PT T BC AD? AT? ~ BC - AT?®

Pe de alta parte, deoarece T' apartine mediatoarei segmentului [AB], avem
[AT] = [BT)] si AABC ~ ATAB. Din aseménarea celor doud triunghiuri
BT CN DP BT-AC?

. 2 — =
obtinem AC* = BT - BC. Cu acestea avem BC ND PT _ BC.AT2
BT-BT - BC

BC. B2 1. Din ultima relatie deducem ca punctele B, P, N sunt

coliniare.




