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Problema 1. Fie D un punct mobil pe latura (BC') a triunghiului ABC. In
triunghiurile ABD si AC'D se inscriu cercurile %, respectiv %5. Tangenta comuna
exterioara (alta decat BC') a celor doua cercuri intersecteaza segmentul [AD] in
punctul M. Gasiti locul geometric al punctului M.
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prelucrare a unei probleme a lui I. Sharyghin, (Turneul Oragelor, 1994)
Solutie: Vom folosi urmatoarea

Lema: Daca A’, B’, C’ sunt punctele de tangenta ale cercului inscris in triunghiul
ABC cu laturile (BC), (CA), (AB), atunci AB’ = AC' = p—a, BA' = BC' = p—b,
b

CA=CB =p—c, undea=BC,b=CA, c=AB, iarp:u.

Demonstratie: Se stie ca lungimile tangentelor duse dintr-un punct exterior unui
cerc la acel cerc sunt egale, astfel ca avem AB’ = AC' = z, BA" = BC' = y,
CA" = CB' = z. In plus, AB’ + B'C = AC si analoagele conduc la relatiile
r+y=c,y+z=a,z+x=> (). Adunand aceste relatii si impartind la 2
gasim x +y+ 2z = p. Scazand pe rand cate una din relatiile (%) se obtine concluzia.

B p—>b A p—c C

Revenind la rezolvarea problemei, fie E, I’ punctele de tangenta ale dreptei BC'
cu cercurile %7, respectiv %3, G, H punctele in care cealalta tangenta comuna
exterioara intersecteaza cercurile %7, respectiv %3, iar I,.J punctele de tangenta
ale dreptei AD cu cele doua cercuri (I € 61, J € 62). Atunci avem:

2AM = (Al — MI)+ (AJ — MJ) = (Al — MG) + (AJ — MH) = Al + AJ — GH,

adica
2AM = Al + AJ — EF.

Aplicand lema de mai sus in triunghiurile ABD si AC'D avem
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AI—%(ABJFAD—BD) . AJ—%(ACJFAD—CD).

1 1
Prin urmare, 2AM = 5 (AB+ AC — BC)+ AD — EF = 3 (AB+ AC — BC) +
1
AD — DE — DF. Folosind din nou lema, DE = 3 (AD + BD — AB), iar

1 1 1
DF = 5(AD+CD—AC), deci 2AM = §(AB+AC—BC)+AD—§(AD+
1

BD—AB)—§(AD+CD—AC’) = AB+ AC — BC.

Cu notatiile standard in triunghi, am obtinut asadar ca AM = p—a, adica distanta
de la M la A este constanta, ceea ce inseamna ca M apartine cercului de centru
A gi raza p — a, i asta pentru orice pozitie a punctului D. In plus, punctul M se
afla in interiorul unghiului ZBAC, deci locul geometric cautat, ¢, este inclus in

multimea € (A, p — a) Nint(LBAC).

In continuare vom arita incluziunea inversi. Considerdm M un punct oarecare
al multimii € (A, p — a) N int(£LBAC). Fie D punctul in care semidreapta (AM
intersecteaza latura [BC]. Consideram cercurile inscrise in triunghiurile ABD
si ACD, tangenta comuna exterioara a acestora (diferitd de BC) si M’ punc-
tul in care aceasta tangenta intersecteaza segmentul [AD]. Din cele de mai sus,
AM' = p—a = AM, deci M’ coincide cu M, prin urmare M apartine locului
geometric.

In concluzie, locul geometric ciutat este multimea € (A, p — a) Nint(£BAC'), mar-
cata cu rosu in figura de mai jos.




Observatie: Locul geometric este ugor de ghicit alegand cateva pozitii particulare
ale lui D. Din pacate, in cazurile ,,limita”, D = B si D = C punctul M nu este unic
definit (AD si tangenta GH coincid), desi punctele in care cercul (A, p — a) in-
tersecteaza laturile [AB] si [AC] ale triunghiului sunt tocmai punctele de tangenta
ale cercului inscris in triunghiul ABC' cu cele doua laturi.

O foarte sugestiva animatie in Geogebra pe care ne-a trimis Stefan-Alexandru
Obada. O puteti viziona pe youtube.

Problema 2. Aratati ca pentru orice a,b,c € (0,00) cu a + b+ ¢ = 3 are loc

inegalitatea b
a C
+ + > /3.
Va+2b Vb+2c e+2a

Alexandru Mihalcu

Solutie:
Vom demonstra ca, in general, daca a,b, ¢ € (0,00) atunci

a b c
+ + >Vva+b+ec,
Va+2b Vb+2c e+2a

de unde, tinand cont de conditia a + b + ¢ = 3, concluzia va rezulta imediat.

impér‘gind cu va—+ b+ c > 0, inegalitatea de mai sus se scrie echivalent

a b &
+ + > 1.
Via+2b)(a+b+c) /(b+2)(a+b+c) +/(c+2a)(a+b+c)
Folosind inegalitatea mediilor, avem ca
2 2
\/(a+2b)(a+b+c)§(a+ b)+2(a—|—b—|—c): a+§b+c
si analoagele, deci
a b c
+ + >
Via+2b)(a+b+c) (b+2)(a+b+c) +/(c+2a)(a+b+c)
2a 2b 2c

- + .
20 +3b+c¢c 2b+3c+a  2c+3a+b
Este atunci suficient sa demonstram ca

a b c 1
>

2a+36+c+2b—|—3c+a+20+3a+b_ 2’

Aceasta inegalitate se demonstreaza clasic: se amplifica fiecare din fractiile din
membrul stang cu numitorul ei pentru a obtine un patrat, apoi se aplica inegalitatea
Cauchy-Buniakowsky-Schwarz (C'BS), forma Bergstrom:

a b c
2a+3b+c+2b+30+a+20+3a—l—b_
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https://www.youtube.com/watch?v=ewrp3VlrSxM

a? b2 c2 CBS
2a? 4+ 3ab + ac + 2b% + 3bc + ab + 2¢2 4 3ac + be

(a+b+c)? _
(2a% + 3ab + ac) + (20 + 3bc + ab) + (2¢2 + 3ac + be)
(a+b+c) 1

2(a2 + b2 + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc) 2

Cu aceasta, inegalitatea este demonstrata.

Pentru a avea egalitate, este necesar (printre altele), sa avem egalitate in inegali-
tatea mediilor, adica a + 20 = a 4+ b + ¢ si analoagele. De aici rezulta ca, pentru
egalitate, trebuie ca a = b = ¢. Aceasta conditie este si suficienta pentru inegalita-
tea pe care ne-am propus s-o demonstram. Pentru cea din enunt, trebuie, in plus,
caa=b=c=1.

Problema 3. Fie triunghiul ABC si numarul real k astfel incat 4k este mai mare
decat patratele lungimilor laturilor triunghiului.
Consideram multimea M = {X € BC | XB- XC = k}. Analog definim multimile
N si P relativ la dreptele AC' si respectiv AB.
a) Determinati cardinalul multimii 7= M UN UP.
b) Demonstrati ca punctele din multimea 7 sunt conciclice.

Leonard Giugiuc

Solutie:
a) Vom ardta ca multimea M contine doua elemente. Analog se arata cd N si
P contin cate doua elemente, diferite de varfurile triunghiului. Atunci multimile

M, N, P sunt disjuncte dou& cate doua, prin urmare reuniunea lor are 6 elemente.
BC?
e Daca X € [BC], ar trebui ca XB - (BC — XB) =k > 1 de unde BC? —

4BC - XB + 4XB? < 0, adica (BC — 2XB)? < 0, absurd. Prin urmare niciun
punct al segmentului [BC] nu apartine lui M.

e Dacid X € BC\ [BC, atunci XB - XC = XB-(XB+ BC) = k, adicd XB?* +
B(C? BC? B BC?
XB-BC + 40 =k+ f,ceeacerevinela (XB—FTC) =k+ O.De

4
B BC? / BC?
aici rezulta X B + TC =\ k+ 40 si, in final XB = /k+ C TC

Evident, exista un unic asemenea punct pe semidreapta opusa lul [BC. Analog
se aratd ca exista un unic punct pe semidreapta opusa lui [C'B care sa apartina
multimii M. Prin urmare, multimea M are exact doua puncte, iar multimea 7T
are gase elemente.

b) Fie (0O, R) cercul circumscris triunghiului ABC. Conditia X € T implica
faptul ca puterea punctului X fata de cercul € este egala cu k. Avem, deci,
k=p(X)=X0?-R? VX €T, deunde XO =+Vk+ R? VX € T. Rezulta ci
toate cele 6 puncte din multimea 7 sunt situate la aceeasi distanta, R’ = vk + R?,



de punctul O, adica sunt situate pe cercul de centru O si raza R’'.

2

Observatie: Daca k =

[BC si cate un punct in exteriorul segmentului [BC], de o parte si de cealalta a
acestuia.

, atunci multimea M are trei elemente: mijlocul lui

B 2
Pentru k € (O, T)’ multimea M are 4 elemente (doua pe segmentul [BC] si

doua in exterior, cate unul de fiecare parte).
Evident, in aceste cazuri afirmatia de la punctul b) al problemei nu mai raméane
adevarata.

Problema 4. Pe un cerc sunt plasate 2014 monede, toate cu ,,stema” in sus. Sunt
permise doua tipuri de mutari:

1. se pot intoarce 4 monede consecutive;

2. se pot intoarce 4 monede dispuse XXOXX, unde X desemneaza pozitiile mone-
delor care vor fi intoarse, iar O este pozitia unei monede care nu va fi migcata.
Este posibil ca, dupa un numar finit de mutari, toate monedele sa fie cu ,,banul”
in sus?
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Solutie:

Vopsim monedele, alternativ, cu rosu si albastru (oricare doua monede vecine vor
fi vopsite cu culori diferite). inii;ial, sunt 1007 monede rosii cu ,,stema” in sus. La
orice mutare sunt intoarse doua monede albastre si doua monede rogii. Ne uitam la
efectul unei mutari asupra celor doua monede rosii. Daca erau doua cu ,,stema” in
sus, dupa mutare vor fi ambele cu ,,banul” in sus, deci numarul total al monedelor
rosii care au ,,stema” in sus va scadea cu 2. Daca exact una dintre cele doua mo-
nede rosii era cu ,,stema” in sus, atunci gi dupa efactuarea mutarii vom avea tot ca
una din cele doua monede rosii implicate in mutare este cu ,,stema” in sus, anume
cealalta moneda decat cea care era Inaintea efectuarii mutarii. Prin urmare, in
acest caz numarul total al monedelor rosii care au ,,stema” in sus nu se schimba.
In fine, daca 1naintea mutarii, cele doua monede rosii implicate in mutare erau cu
,,banul” in sus, dupa mutare ele vor avea ,,stema” in sus, deci numarul total de
monede rogii care au ,,stema’” in sus creste cu 2. In concluzie, oricare ar fi mutarea,
paritatea numarului de monede rosii care au ,,stema” in sus nu se schimba, adica
este un invariant.

inigial, aceasta suma era 1007, adica impara. Prin urmare, in toate pozitiile ulte-
rioare, aceasta suma ramane impara. La final, daca ar fi posibil ca sa ajungem in
pozitia in care toate monedele (in particular toate monedele rogii) sa fie cu ,,banul”
in sus, am avea suma egala cu 0, adica para, ceea ce nu este posibil. Prin urmare
nu putem face ca toate monedele sa fie cu ,,banul” in sus.



