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Problema 1. Numerele reale x,v, z,t satisfac egalitatile z +y + 2z +¢ = 0 si
22 +y? + 22 +t? = 1. Demonstrati ca

-1 <zy+yz+z2t+tr <0.

Concurs Austria-Polonia

Solutia 1:

Deoarece zy + yz + 2t +tx = (x + 2)(y +t) = —(z + 2)* < 0, inegalitatea din
dreapta este evidenta.

Pentru prima inegalitate, putem observa ca

l=(@+22)+ P +) > (@427 + W+ 1] > (= +2)(y + 1)l

1
2
Solutia 2: Scriem ca 0 = (z+y+ 2 +1)? = (22 + 92 + 22 +12) + 2(vy +yz + 2t +
tr) +2(wz+yt) = (v — 2)2+ (y — )2 + 2(wy + yz + 2t +tx) > 2(ay +yz + 2t +tx),
de unde inegalitatea din dreapta.

Pentru cea din stanga, 0 = (z+y+2z+1)* = (2 + > + 22 + 13 + 2(zy + yz + 2t +
tr) +2z2 + 2yt < (2 +y? + 22 +12) + 2(wy +yz + 2t +tw) + (22 +22) + (Y? +12) =
2+ 2(zy + yz + 2zt + tx), de unde concluzia.

Problema 2. Pe planeta P sunt n tari, unde 50 < n < 80. Oricare doua tari
diferite sunt fie prietene, fie dugmane. Relatia este mutuala. Pentru oricare trei
tari distincte A, B, C sunt valabile urmatoarele doua reguli:

(1) daca A e prietena cu B, iar B este prietena cu C, atunci A este prietena cu C;
(,,prietenii prietenilor mei imi sunt prieteni”)

(2) daca A gi B sunt dugmani, iar B gi C sunt dugmani, atunci A este prietena cu
C. (,,dugmanii dugmanilor mei imi sunt prieteni”)

Se stie ca exact jumatate din numarul total al relatiilor existente intre doua tari
sunt de prietenie, iar cealalta jumatate sunt de dugmanie. Cate tari sunt pe planeta
pP?

Concursul Arany Ddniel, Ungaria, 2014
Solutie:
Sa fixam o tara X. Conform regulilor, tarile ramase se impart in doua multimi:
prietene cu X si dusmane cu X. Adaugam tara X la prima multime. Acum ori-
care doua tari sunt prietene daca sunt in aceeasi multime i dusmane daca sunt in
multimi diferite. (Pe scurt: avem un razboi mondial in care tarile sunt impartite
in doua tabere; nu exista tari neutre.)
e Daca notam cu a si b numarul de tari din cele doua tabere (a + b = n), avem

a(a —1) b(b —1)
2 2

etenie intre tarile din cea de-a doua tabara. Intr-adevar, numerotand tarile din

relatii de prietenie intre tarile din prima tabara si relatii de pri-
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prima tabara cu zy, zo, ..., x,, atunci xy are a — 1 prieteni, x5 are a — 2 alti prieteni
(prietenia cu 7 a fost deja socotita) si asa mai departe, z,_; il mai are numai pe
a(a —1)

x, ca prieten, deci Intre tarile primei tabere exista 1 +24...+(a—1) = )

relatii de prietenie.

e Intre tarile din tabere diferite exista in total ab relatii de dusmanie (fiecare din

cele a tari din prima tabara este in dugmanie cu fiecare din cele b tari din cea de-a

doua tabara.)

ala —1) +b(b - 1)
2 2

lent a®> — a + b* — b = 2ab, sau a® — 2ab + b* = a + b, adica (a — b)? = a + b, deci

n = a+ b trebuie sa fie patrat perfect. Singurul patrat perfect cuprins in intervalul

(50, 80) fiind 64, rezulta ca pe planeta P sunt 64 de tari.

e Prin urmare trebuie sa avem = ab, relatie care se scrie echiva-

Remarca: Se poate deduce ca |a — b| = 8, deci cele doua tabere au 28 si 36 tari.

Problema 3. Determinati toate perechile de numere naturale prime (p, ¢) pentru
care p* + pq + ¢* este patrat perfect.

Olimpiadd Siria !
Solutie:
Fie a € N astfel ca p?>+pg+q? = a®. Atunci pg = (p+q)?—a® = (p+q—a)(p+q+a).
Singurii divizori ai lui pq fiind 1,p,q i pg, cum p + ¢ + a > max{1, p, ¢}, rezulta
cap+q+a=pqsip+qg—a=1. Prin adunare rezulta 2p + 2¢ = pg + 1, adica
(p—2)(¢ — 2) = 3. Deducem ca {p — 2, ¢ — 2} = {1, 3}, adica {p,q} = {3,5}.
Reciproc, perechile (p,q) = (3,5) si (p,q) = (5, 3) satisfac intr-adevar conditia din
enunt: 3% +3-5+4 5% =49 = 7%,
In concluzie, perechile cautate sunt (p,q) = (3,5) si (p,q) = (5, 3).

Problema 4. Fie ABCDA'B'C'D’ un cub si punctele mobile M € (AC), N €
(A’B) astfel incat AM = A’N. Aflati locul geometric al mijlocului segmentului
[MN].

* ok k
Solutia 1: Notam cu P,Q, R mijloacele segmentelor [MN], [BC] si, respectiv,
[AA'] i fie S proiectia lui N pe AB. Vom arata ca locul geometric al lui P este

A'NvV2  AMv?2
segmentul (QR). Evident, S € AB. Deoarece AS = 2\/_ — V2

ASM este dreptunghic isoscel. Apoi, cum NS || AA", MS || AD i AA" 1 AD,
triunghiul M SN este dreptunghic. Atunci AB 1 (MSN), deci proiectia lui P

, triunghiul

Ui multumim domnului Marian Cucoanes pentru a ne fi sugerat problema.



pe (ABC) cade in mijlocul lui [M S], adica pe mediana [AQ)] a triunghiului ABC.
Asgadar P apartine planului care contine AQ si este perpendicular pe (ABC), adica
planului (A’AQ). Analog se arata ca P se afla in planul care contine BR si este
perpendicular pe (ABA’), adica planului (BCR). Intersectia celor doua plane fiind
dreapta QR, deducem ca P € (QR).

Reciproc, daca P € (QR), fie T proiectia lui P pe planul (ABC). Atunci T € (AQ).
Prin T" ducem paralela M S la BC, cu M € AC si S € AB. Ducem SN || AA’,
N € A’B. Cum P se proiecteaza pe catetele (M S) si (NS) ale triunghiului M SN
in mijloacele acestora, P este mijlocul ipotenuzei (M N). In plus, AN = AM =
AS+/2, prin urmare orice punct al segmentului (QR) apartine locului geometric.

Prezentam mai jos si o solutie vectoriala, pe post de aperitiv pentru ceea ce va
urma sa studiati in clasa a [X-a.

AN AM
Solutia 2: Vom folosi notatiile de mai sus si vom pune x = 1B~ AC
Atunci x parcurge tot intervalul (0,1). Se stie ca daca Y, Z sunt mijloacele seg-
W + VX
mentelor [UV], respectiv [W X], atunci Y7 = —
AN+ AN 2AB + 2 AC
Folosind acest rezultat obtinem ca R? = + _ ;—:1: = x@,

ceea ce este echivalent cu P € (RQ).



