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Problema 1. Fie a, b, ¢ numere reale pozitive cu a? + b* 4 ¢? = 1. Aflati minimul

expresiei
ab bc ca

c a b

Solutie:
ab bec ca

2
Vom arata ca (— +—+ 3) > 3(a® +b* + ¢?), Va,b,c > 0, de unde va rezulta
c a

imediat ca minimul cautat este cel putin V3.
Avem, folosind (z +y + 2)* > 3(zy + yz + zx), Va,v9, 2, ci

ab  be  ca\’ 9 o 9
—t—ty >3(a”+b"+¢”) =3.

c b
Deoarece valoarea /3 este atinsi pentru a = b = ¢ = R rezulta ca minimul

ciutat este v/3.

Problema 2. Fie ABCD un paralelogram. Aratati ca cercurile Euler ale tri-
unghiurilor ABC' si ADC' sunt tangente.

Concursul KéMaL, Ungaria

Solutie:

Punctul O, de intersectie a diagonalelor, apartine ambelor cercuri. Daca cele doua
cercuri ar mai avea un punct, P, in comun, atunci via simetria de centru O (care
pastreaza intersectia celor doua cercuri), ar rezulta ca si simetricul lui P in raport
cu O ar apartine intersectiei celor doua cercuri, deci cele doua cercuri ar avea cel
putin trei puncte in comun. Cum cele doua cercuri nu pot coincide, am ajuns la
contradictie. Prin urmare, cele doua cercuri au in comun doar punctul O, deci sunt
tangente in punctul O.
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Problema 3. O submultime a multimii {1,2,3...,50} se numeste speciald daca
nu contine nicio pereche de forma {z,3x}. O submulfime speciala se numegte
superspeciala daca ea are numarul maxim posibil de elemente. Cate elemente are
o submultime superspeciala gi cate submultimi superspeciale exista?

Olimpiada Finlanda, 2013

Solutie:

Consideram submultimile: A; = {1,3,9,27}, Ay = {2,6,18}, A3 = {4,12,36},
Ay = {5,15,45}, A5 = {7,21}, As = {8,24}, A; = {10,30}, As = {11,33},
Ag = {13,39}, Ajp = {14,42} si A3 ={16,48}. Considerand elementele fiecareia
din aceste submultimi ca fiind aranjate in ordine crescatoare, o submultime spe-
ciala nu poate contine elemente consecutive ale niciuneia din multimi. Astfel,
dintr-o submultime speciala pot face parte: cel mult doua elemente (neconse-
cutive) din multimile Ay, Ay, A3, Ay (neconsecutive) si cel mult un element din

multimile As, Ag, ..., A;1. Pentru a obtine o submultime superspeciala, trebuie sa
scoatem din multimea {1,2,...,50} doua elemente din multimea A; §i cate unul
din multimile A,, ..., Aj;, in total 12 elemente.

Reciproc, daca scoatem doua elemente din A; astfel incat numerele ramase sa nu
fie vecine (adica sa scoate 1§19, 3 s 9 sau 3 si 27), scoatem din multimile Ay, A3, Ay
elementul mijlociu (6, 12 si 15), iar din fiecare din multimile As, Ag, ..., Ay; céte
un element, vom obtine o submultime speciala cu 38 de elemente. Asadar o
submultime speciala are cel mult 38 de elemente si exista submultimi speciale
cu 38 de elemente, prin urmare submultimile superspeciale au 38 de elemente.
Ele se obtin eliminand din multimea {1,2,...,50} urmatoarele elemente:

e din multimea A; trebuie sa 1i eliminam fie pe 1 si pe 9, fie pe 3 si pe 9, fie pe 3
si pe 27 (3 variante)

e din multimea A, trebuie sa 1l eliminam pe 6 (o varianta)

e din multimea Aj trebuie sa il eliminam pe 12 (o varianta)

e din multimea A, trebuie sa il eliminam pe 15 (o varianta)

e din multimea Aj trebuie sa il eliminam fie pe 7, fie pe 21 (2 variante)

e din multimea Ag trebuie sa il eliminam fie pe 8, fie pe 24 (2 variante)

e din multimea A; trebuie sa il eliminam fie pe 10, fie pe 30 (2 variante)

e din multimea Ag trebuie sa 1l eliminam fie pe 11, fie pe 33 (2 variante)

e din multimea Ag trebuie sa il eliminam fie pe 13, fie pe 39 (2 variante)

e din multimea Ajy trebuie sa il eliminam fie pe 14, fie pe 42 (2 variante)

e din multimea A;; trebuie sa 1l eliminam fie pe 16, fie pe 48 (2 variante)
Conform regulii produsului, putem face eliminarile in 3 - 27 = 384 de moduri, deci
sunt 384 de multimi superspeciale.

Problema 4. Determinati perechile (z,y) de numere intregi pentru care

28+ 2*(y —2) + y*(z — 2) = 0.



Solutie:

Ecuatia din enunt se scrie echivalent:

ry(r +y) — 222 — 2% = =28, sau ay(x +y) — 2(z + y)? + 4oy = —28, adica
ry(r+y+4)—2(x+y)?+32 =4, sauincad zy(r+y+4) —2(z+y—4)(z+y+4) =4
si, in fine, (z +y+4)(zy — 20 — 2y + 8) = 4.

Deosebim mai multe cazuri:

Le4+y+4d=—-4 2y—20—2y+8=—-11l.c+y+4=-2 2y—20—2y+8 = -2,
. z+y+4=—-1,2y—2xr—2y+8= -4 IV.oe+y+4 =12y — 22— 2y+8 = 4;
V.e+y+4=2 2y —2x—2y+8=2; VL x+y+4=4, 2y — 2z -2y +8 = 1.
e In cazul I. obtinem z + y = —8, zy = —25. Analizand divizorii intregi ai lui 25
constatam ca in acest caz nu avem solutie.

e In cazul II. obtinem z 4+ y = —6, xy = —22. Analizand divizorii intregi ai lui 22
constatam ca in acest caz nu avem solutie.

e In cazul IIL obtinem x +y = —5, xy = —22. Analizand divizorii intregi ai lui 22
constatam ca in acest caz nu avem solutie.

e In cazul IV. obtinem x +y = —3, xy = —10. Analizand divizorii intregi ai lui 25
constatam ca in acest avem solutiile x =2, y = —5six = =5, y = 2

e In cazul V. obtinem z +y = —2, xy = —10. Analizand divizorii intregi ai lui 10
constatam ca in acest caz nu avem solutie.

e In cazul VL. obtinem z + y = 0, 2y = —7. Analizand divizorii intregi ai lui 7
constatam ca in acest caz nu avem solutie.

In concluzie, unicele doua solutii ale ecuatiei sunt x =2, y = —5six = =5, y = 2.



