Problema 1. In varfurile unui cub se scriu numerele de la 1 la 8, apoi
pe fiecare din muchiile acestuia se scrie modulul diferentei numerelor scrise in
varfurile din capetele acesteia. Care este numaérul minim de numere diferite
care pot fi obtinute pe muchii?

Olimpiada Rusia

Solutie:
Pe cele trei muchii care pleaca din varful in care este scris numarul 8 sunt
scrise trei numere diferite, deci minimul cautat este cel putin 3.
Pe de alta parte, este usor de construit un exemplu de cub
ABCDA'B'C'D’ in care pe muchii figureaza exact 3 numere diferite. Iatd un
asemenea exemplu:
A(1), B(2), C(4), D(3), A'(5), B'(6), C'(8), D'(7) unde numadrul din paran-
tezd indica numarul care se scrie in varful respectiv. Pe muchii se obtin
numerele 1, 2 si 4.

Problema 2. Stabiliti dacad existd numere reale nenule aq,ao, ..., ag
astfel incat
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Olimpiadd Rusia

Solutie:
Presupunem ca exista a, as, ..., a9 € R* care verifica relatia data. Atunci,
eliminand numitorii, am avea ca

(a3 +1)(a5+1)-...-(afy +1) = (a] — 1)(a3 — 1) - ...- (a3, — 1). (1)
Dar 2 + 1 > |2% — 1| pentru orice z € R*, deci
(af +1)(a3 +1) - ... (afy + 1) >[(a] = 1)(a3 = 1) - ... - (afy — 1),

ceea ce contrazice relatia (1).



Problema 3. Avem sase bucati de cagcaval avand greutati diferite.
Pentru oricare doua dintre ele se poate constata, ochiometric, care dintre ele
este mai grea.

Se stie ca bucatile de cagcaval pot fi impartite in doua grupuri de cate trei
avand aceeagi greutate. Cum putem determina aceste grupuri din doar doua
cantariri avand la dispozitie o balanta fara greutati?

Concurs Canada

Solutie:
Putem ordona cele 6 bucati fara a efectua vreo cantarire: fie z; < x5 <
r3 < 14 < w5 < xg greutatile celor 6 buciti de cagcaval. Scriind egalitatea
greutatilor bucatilor din cele doua grupuri egale vom avea una din urmatoarele
variante:

T+ X+ Tg = X3 + T4 + T (1)
T+ X3+ Tg = To + T4 + T (2)
1+ x4+ x5 =20+ 23+ Tg (3)
T1+ Ty + 26 =22+ 23+ T5 (4)

T, + Ty + T = To + T3 + T4. (5)

Pentru a vedea care varianta este cea corecta comparam mai intai, folosind
balanta, sumele xy + x4 + x4 §i 2 + x3 + 5. Daca ele sunt egale, am gasit
cele doua grupuri cautate.

Daca x1 + x4 + ¢ < X3 + x3 + x5 atunci nu putem avea egalitate nici in
variantele (1), (2) si (3) primul grup fiind mai ugor decat al doilea. In acest
caz, rezultd cd avem egalitate in varianta (5).

Daca x1 + x4 + x¢ > T2 + x3 + x5 atunci nu putem avea egalitate nici in vari-
anta (5). Comparam acum, printr-o a doua cantarire, grupurile x; + 3 + ¢
si o + x4 + x5. Daca ele sunt egale, atunci am terminat.

Daca x1 + x3 + ¢ < x2 + x4 + x5 atunci nu putem avea egalitate nici in
varianta (1), deci trebuie si avem egalitate in varianta (3).

Daca z1 + x3 + 16 > 12 + x4 + x5 atunci avem si x1 + x4 + x5 < 2 + 3 + T,
deci trebuie si avem egalitate in varianta (1).

Problema 4. Determinati valorile numarului natural n pentru care
putem pava o podea n x n folosind un numar egal de dale patrate 2 x 2 si
1x1.

Andrer Eckstein

Solutie:
Presupunand ca o podea n x n poate fi pavata folosind k& dale 2 x 2 si k& dale



1 x 1, din motive de arie trebuie si avem n? = k- 2% + k- 12 = 5k, deci 5 | n.
Vom ardta ca dacd 5 | n i n # 5 atunci podeaua n X n poate fi pavata
respectand cerintele din enunt. De asemenea, vom arata ca un patrat 5 x 5
nu poate fi pavat.

Observam mai intai ca un dreptunghi 5 x 2 poate fi pavat usor cu doud dale
2 X 2 gi doua dale 1 x 1. Folosind astfel de dreptunghiuri, putem pava orice
dreptunghi (55) x (2k) folosind un numir egal de dale 2 x 2 i 1 x 1. In
particular, putem pava orice podea (10¢) x (10¢).

O a doua observatie importanta este cd putem pava un dreptunghi 15 x 7
respectand conditiile din enunt. Vom pava ,coltul" 14 x 6 din dreapta-sus cu
7.3 =21 dale 2 x 2; restul de 21 de patrate (marginea din stanga si cea de
jos a dreptunghiului 15 x 7) le pavam cu dale 1 x 1.

Lipind langa dreptunghiul 15 X 7 un dreptunghi 15 x 8, obtinem o pavare
pentru patratul 15 x 15. (Am vizut cid putem pava ,regulamentar" orice
dreptunghi in care o dimensiune este multiplu de 5 gi cealalti este para.)
Pentru a pava podeaua (10i + 15) x (107 + 15), i € N*, vom lipi mai intai
langd patratul 15 x 15 un dreptunghi 15 x (10i) (care se poate pava pentru ci
5| 15 si 107 este par). Obtinem un dreptunghi 15 x (107 + 15) care se poate
pava. Langd acesta lipim un dreptunghi (10¢) x (10i + 15) (care poate i el fi
pavat) obtinand o pavare pentru patratul (10¢ + 15) x (107 + 15).

Am aratat asadar cd orice patrat de dimensiune multiplu de 5, mai mare
decat 5, poate fi pavat.

Patratul 5 x 5 nu poate fi pavat. Daca ar putea fi pavat, ar trebui pavat cu
cate 5 dale din fiecare tip. Colordm péatratelele unitate ale patratului 5 x 5 pe
benzi verticale: alb-negru-alb-negru-alb. Atunci vom avea 15 patratele albe
si 10 negre. O dala 2 x 2 acopera, indiferent de pozitia in care e plasata, cate
doua patratele din fiecare culoare. Rezultd ca ele trebuie sa acopere cele 10
patratele negre, ceea ce nu se poate.



