
Problema 1. În vârfurile unui cub se scriu numerele de la 1 la 8, apoi
pe �ecare din muchiile acestuia se scrie modulul diferenµei numerelor scrise în
vârfurile din capetele acesteia. Care este num rul minim de numere diferite
care pot � obµinute pe muchii?

Olimpiad  Rusia

Soluµie:

Pe cele trei muchii care pleac  din vârful în care este scris num rul 8 sunt
scrise trei numere diferite, deci minimul c utat este cel puµin 3.
Pe de alt  parte, este u³or de construit un exemplu de cub
ABCDA′B′C ′D′ în care pe muchii �gureaz  exact 3 numere diferite. Iat  un
asemenea exemplu:
A(1), B(2), C(4), D(3), A′(5), B′(6), C ′(8), D′(7) unde num rul din paran-
tez  indic  num rul care se scrie în vârful respectiv. Pe muchii se obµin
numerele 1, 2 ³i 4.

Problema 2. Stabiliµi dac  exist  numere reale nenule a1, a2, ..., a10
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Olimpiad  Rusia

Soluµie:

Presupunem c  exist  a1, a2, ..., a10 ∈ R∗ care veri�c  relaµia dat . Atunci,
eliminând numitorii, am avea c 

(a21 + 1)(a22 + 1) · ... · (a210 + 1) = (a21 − 1)(a22 − 1) · ... · (a210 − 1). (1)

Dar x2 + 1 > |x2 − 1 | pentru orice x ∈ R∗, deci

(a21 + 1)(a22 + 1) · ... · (a210 + 1) > |(a21 − 1)(a22 − 1) · ... · (a210 − 1) |,

ceea ce contrazice relaµia (1).
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Problema 3. Avem ³ase buc µi de ca³caval având greut µi diferite.
Pentru oricare dou  dintre ele se poate constata, ochiometric, care dintre ele
este mai grea.
Se ³tie c  buc µile de ca³caval pot � împ rµite în dou  grupuri de câte trei
având aceea³i greutate. Cum putem determina aceste grupuri din doar dou 
cânt riri având la dispoziµie o balanµ  f r  greut µi?

Concurs Canada

Soluµie:

Putem ordona cele 6 buc µi f r  a efectua vreo cânt rire: �e x1 < x2 <
x3 < x4 < x5 < x6 greut µile celor 6 buc µi de ca³caval. Scriind egalitatea
greut µilor buc µilor din cele dou  grupuri egale vom avea una din urm toarele
variante:

x1 + x2 + x6 = x3 + x4 + x5 (1)

x1 + x3 + x6 = x2 + x4 + x5 (2)

x1 + x4 + x5 = x2 + x3 + x6 (3)

x1 + x4 + x6 = x2 + x3 + x5 (4)

x1 + x5 + x6 = x2 + x3 + x4. (5)

Pentru a vedea care variant  este cea corect  compar m mai întâi, folosind
balanµa, sumele x1 + x4 + x6 ³i x2 + x3 + x5. Dac  ele sunt egale, am g sit
cele dou  grupuri c utate.
Dac  x1 + x4 + x6 < x2 + x3 + x5 atunci nu putem avea egalitate nici în
variantele (1), (2) ³i (3) primul grup �ind mai u³or decât al doilea. În acest
caz, rezult  c  avem egalitate în varianta (5).
Dac  x1 + x4 + x6 > x2 + x3 + x5 atunci nu putem avea egalitate nici în vari-
anta (5). Compar m acum, printr-o a doua cânt rire, grupurile x1 + x3 + x6

³i x2 + x4 + x5. Dac  ele sunt egale, atunci am terminat.
Dac  x1 + x3 + x6 < x2 + x4 + x5 atunci nu putem avea egalitate nici în
varianta (1), deci trebuie s  avem egalitate în varianta (3).
Dac  x1 + x3 + x6 > x2 + x4 + x5 atunci avem ³i x1 + x4 + x5 < x2 + x3 + x6,
deci trebuie s  avem egalitate în varianta (1).

Problema 4. Determinaµi valorile num rului natural n pentru care
putem pava o podea n × n folosind un num r egal de dale p trate 2 × 2 ³i
1× 1.

Andrei Eckstein

Soluµie:

Presupunând c  o podea n× n poate � pavat  folosind k dale 2× 2 ³i k dale
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1× 1, din motive de arie trebuie s  avem n2 = k · 22 + k · 12 = 5k, deci 5 | n.
Vom ar ta c  dac  5 | n ³i n 6= 5 atunci podeaua n × n poate � pavat 
respectând cerinµele din enunµ. De asemenea, vom ar ta c  un p trat 5 × 5
nu poate � pavat.
Observ m mai întâi c  un dreptunghi 5× 2 poate � pavat u³or cu dou  dale
2× 2 ³i dou  dale 1× 1. Folosind astfel de dreptunghiuri, putem pava orice
dreptunghi (5j) × (2k) folosind un num r egal de dale 2 × 2 ³i 1 × 1. În
particular, putem pava orice podea (10`)× (10`).
O a doua observaµie important  este c  putem pava un dreptunghi 15 × 7
respectând condiµiile din enunµ. Vom pava �colµul" 14× 6 din dreapta-sus cu
7 · 3 = 21 dale 2 × 2; restul de 21 de p trate (marginea din stânga ³i cea de
jos a dreptunghiului 15× 7) le pav m cu dale 1× 1.
Lipind lâng  dreptunghiul 15 × 7 un dreptunghi 15 × 8, obµinem o pavare
pentru p tratul 15 × 15. (Am v zut c  putem pava �regulamentar" orice
dreptunghi în care o dimensiune este multiplu de 5 ³i cealalt  este par .)
Pentru a pava podeaua (10i + 15) × (10i + 15), i ∈ N∗, vom lipi mai întâi
lâng  p tratul 15×15 un dreptunghi 15× (10i) (care se poate pava pentru c 
5 | 15 ³i 10i este par). Obµinem un dreptunghi 15× (10i+ 15) care se poate
pava. Lâng  acesta lipim un dreptunghi (10i)× (10i+15) (care poate ³i el �
pavat) obµinând o pavare pentru p tratul (10i+ 15)× (10i+ 15).
Am ar tat a³adar c  orice p trat de dimensiune multiplu de 5, mai mare
decât 5, poate � pavat.
P tratul 5 × 5 nu poate � pavat. Dac  ar putea � pavat, ar trebui pavat cu
câte 5 dale din �ecare tip. Color m p traµelele unitate ale p tratului 5×5 pe
benzi verticale: alb-negru-alb-negru-alb. Atunci vom avea 15 p tr µele albe
³i 10 negre. O dal  2× 2 acoper , indiferent de poziµia în care e plasat , câte
dou  p tr µele din �ecare culoare. Rezult  c  ele trebuie s  acopere cele 10
p tr µele negre, ceea ce nu se poate.
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