¢

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

YViitoriOIimpiCi.rO Editia a IV-a 2012-2013

Problema 1. Sa se determine numere strict pozitive a si b cu proprietatea ca
exista n € N astfel incat

a® + - CLn—&-l 4 bn+1 — an+2 + bn+2.

Mihail Mogosanu, RMT nr. 2/1986

Solutia 1: Fie a si b numere strict pozitive cu proprietatea ca exista n € N astfel
incat a” + b" = o™t 4 bt = g2 4 prt2 Yy

Atunci, pe de o parte, a"*? — 2a""! 4 g™ + "2 — 26" 4 0 = (a2 4 b2 —
2(a™ + ") + (a™ 4+ ") = x — 2z + x = 0, pe de altd parte a2 — 2a" " +a" +
b2 — 20" 40" = a"(a — 1)? + 0" (b — 1)% Pentru ca a"(a — 1) +b"(b—1)? = 0,
deoarece termenii sumei sunt nenegativi, rezulta ca a™(a —1)? = 0" (b—1)*> = 0, de
unde a = b = 1, numere care satisfac intr-adevar relatia din enunt.

Solutia 2: Cum a" ™ +b"" = (a+b)(a"™ + ") — ab(a™ + b"), folosind conditia
din enunt, rezulta 1 = a4+ b — ab, adica (a — 1)(b — 1) = 0. Obtinem ca a = 1 sau
b =1, de unde, cu relatiile din enunt, a = b = 1, care verifica intr-adevar conditiile
date.

Solutia 3. Din prima egalitate obtinem a"(1 — a) = 0™(b — 1), iar din cea de-a
doua a"™*(1 —a) = 6" (b — 1). Observam ci dacd a = 1 atunci b = 1 si in-
vers. In plus, @ = b = 1 satisfac relatiile date. Daci a # 11 b # 1 rezulta
an+1(1 _ CL) B bn—i—l(b _ 1)

a*(l—a) b (b—1)"
devin 2a™ = 24" = 2a™*? care nu pot fi satisfacute de niciun a > 0, a # 1.
Prin urmare singura solutie este a = b = 1.

adica a = b. Revenind la relatiile din enunt, acestea

Problema 2. Se considera un cub ABCDA;B;C1D;. Planul determinat de A si

de centrele patratelor A;B,C1D; si BiC1C B intersecteaza [B;C4] in E. Calculati
B E
C\E’

Olimpiada judeteand, 1987 (clasa a X-a)
Solutie:
Notam cu O, Oy, O, respectiv centrele fetelor ABCD, AB;C1D,, BCC,Bj si
AO; N CCy = {M}. Rezulta astfel ca MOy = (A0,02) N (BCC}). Deducem ca
0,.C; 1 MC, EC

{E} = MO;NB,Cy. Notam {F'} = MO,;NBC si avem 0 3= Me - Fo
Totodata avem si A EO,C; = A FO3B si A EOsB; = A FO,C. Notand EC, =z,
B E

= 2.
C\FE

rezulta FIC = 2x, de unde EB, = 2z i astfel

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro
Editia a IV-a 2012-2013



M

Ch

Problema 3. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia

27 4 3Y = 22,
Olimpiada Marea Britanie, 1996

Solutie:

e Daca x = 0, ecuatia revine la 3V = (z — 1)(z + 1). Deoarece z — 1 §i 2+ 1 nu
pot fi ambele divizibile cu 3, rezulta ca z — 1 = 1, adica z = 2. Se obtine solutia
r=0y=1,2=2.

e Dacd x = 1, ecuatia devine 2 + 3¢ = 22, Daca y = 0, atunci z? = 3, imposibil.
Daca y > 0, 22 = 3¥+2 = M3+ 2, dar un patrat perfect nu este de forma M3+ 2.
e Daca x > 2, atunci 2 = M4, iar 3Y este impar, deci z este impar. Atunci
2% = M4+1. Rezultd cagi 3¥ = M4+1. Dar 3V = (4—1)Y = (—1)¥ (mod 4), de unde
y este par. Fie k € N astfel incat y = 2k. Atunci 2% = 22— (3¥)2 = (2 — 3¥) (2 + 3F).
Deducem ca z—3% = 2% gi 243% = 2¥, cuu,v € N, u+v = 2. Atunci 2 —2% = 2.3%,
De aici rezulta ca membrul stang este par, dar nu este divizibil cu 4, deci u = 1.
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Obtinem atunci ca 3¥ = 2v=! — 1. Daca k = 0, atunci v = 2 si obtinem solutia
r=3,y=0,2=3. Daca k > 0, atunci 3* = M3, deci trebuie ca 27! = M3+ 1.
Cum 2°71 = (3—-1)""1 = (—=1)""! (mod 3), rezulta cad v — 1 este par. Fie m € N
astfel incat v — 1 = 2m. Atunci 3 = (2™ — 1)(2™ + 1). Deoarece 2™ — 1 gi 2™ + 1
nu pot fi simultan multipli de 3, rezulta ca 2™ — 1 = 1, deci m = 1. Se obtine
solutia x =4, y =2, z = 5.

In concluzie, ecuatia are trei solutii: (x,y,2) = (0,1,2), (z,y,2) = (3,0,3) si
(z,y,2) = (4,2,5).

Problema 4. Cate perechi ordonate de multimi (A, B) au proprietatile A C
{1,2,3,4,5,6}, B C{2,3,4,5,6,7,8} si card (AN B) =37

Concursul Purple Comet, 2011

Solutie: Deoarece AN B C {2,3,4,5,6}, multimea A N B poate fi aleasa in 10
moduri'; AN B poate fi: {2,3,4}, {2,3,5}, {2,3,6}, {2,4,5}, {2,4,6}, {2,5,6},
{3,4,5}, {3,4,6}, {3,5,6} sau {4,5,6}.

Sa stabilim acum soarta elementelor 1, 7 si 8.

1 poate sa apartina lui A sau nu (2 variante), 7 si 8 pot apartine, sau nu, lui B
(cate 2 variante).

In fine, pentru cele doua elemente ale multimii {2, 3,4, 5,6} care nu sunt in AN B,
sunt cate 3 variante: fiecare din cele doua numere poate fie sa apartina numai lui
A, fie sa apartina numai lui B, fie sa nu apartina niciuneia din multimile A si B.
In concluzie, sunt 10-2-2-2-3 -3 = 720 de variante.

(Alegerile facute mai sus fiind independente, s-a putut folosi regula produsului.)

Ipentru cine stie combiniri, putem alege 3 elemente din cele 5 ale multimii {2,3,4,5,6} in

, 5l

Cs = 39 = 10 moduri.



