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Problema 1. Fie z,7, 2 numere naturale nenule care satisfac relatia 2xy? = 32°.
Care este valoarea minima a produsului zyz?

Concurs ,,Arany Ddniel”, Ungaria

Solutie:

Observam c& z trebuie si fie numar par. Atunci 8 | 323, deci 4 | zy?, de unde
2 | z sau 2 | y. Pe de alta parte, din 3 | 22y rezultd 3 | x sau 3 | y. Prin urmare
12 | xyz.

Valoarea minima a produsului este, prin urmare, cel putin 12.

Deoarece numerele x = 3, y = 2, z = 2 verifica relatia data si au produsul zyz = 12,
rezulta ca minimul cautat este 12.

Problema 2. a) Este inegalitatea PA + PB < C'A+ C'B adevarata pentru orice
triunghi ABC' i orice punct P din interiorul acestuia?

b) Este inegalitatea PA + PB + PC < DA + DB + DC' adevarata pentru orice
tetraedru ABCD si orice punct P din interiorul acestuia?

Concursul KoMalL, Ungaria, ianuarie 2011

Solutie:

a) Inegalitatea este adevarata. Fie {Q} = AP N BC. Folosind inegalitatea tri-
unghiului, avem PA+ PB < PA+(PQ+QB) = AQ+ QB < (AC+(CQ)+QB =
AC + CB.

b) Inegalitatea nu este adevarata in orice tetraedru. Se pot descrie numeroase
exemple.

1. De exemplu, alegaind ABC' un triunghi dreptunghic isoscel, cu m(£A) = 90°
si AB = AC = 100, iar D astfel ca DA 1 (ABC), DA =1, atunci DA+ DB +
DC =1+ 2410001 ~ 201. Alegand punctul P foarte aproape de B, vom avea
PA+ PB+ PC ~ BA+ BC = 100 + 100v/2 ~ 241 > 201.

2. Vom da gi un exemplu riguros: consideram o piramida regulata cu baza BC'D
de latura 3 gi muchie laterala de lungime 100. Atunci DA+ DB+ DC' = 106. Fie
O centrul bazei. Atunci BO = v/3. Iniltimea piramidei este AO = /9997 > 99.
Alegem P € (AO) astfel incat PO = 99. Atunci PB = PC = /3 + 992 = /9804,
deci PA+ PB + PC = 29804 + v/9997 — 99 > 2-99 4+ 99 — 99 = 198 > 106.

Problema 3. Stabiliti daca exista 2015 puncte in plan astfel incat:

e distanta dintre oricare doua din aceste puncte sa fie diferita de 1 si

e fiecare din cercurile de raza 1 avand centrul intr-unul din aceste puncte sa lase
exact 1007 dintre puncte in exteriorul cercului.

Solutie:
Raspunsul este negativ: nu exista 2015 puncte cu proprietatile date.
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Daca ar exista, atunci pentru fiecare varf ar exista 1007 segmente de lungime
mai mica decat 1 cu unul dintre capete in respectivul punct. In total ar fi atunci
2015-1007 segmente de lungime mai mica decat 1, insa fiecare segment este numarat

de doua ori in acest total, cate o data pentru fiecare capat. Asadar ar trebui sa

) 2015 - 1007 C _
existe s ¢ N asemenea segmente, ceea ce reprezinta o contradictie.

Problema 4. Aratati ca daca a,b,c,d € (0,00) si a +b+ ¢+ d =1, atunci

a . b . c . d >16
b+cd c+da d+ab a+bc 5

Vasile Peita
Solutie:
a+b+c+d_a2+b2+02+d2035
b+cd c+da d+ab a-+bc ab+cda be+dab  cd+ abe  da + bed

(a+b+c+d)?
(ab+ bc + cd + da) + (abe + bed + cda + dab)”

(1)

Vom demonstra mai jos inegalitatile

1
ab—l—bc%—cd—l—dagz (2)
si
1
abc + bed + cda + dab < 6 (3)
= s . a b c d 1 16
Inlocuind in (1), vom obtine T + T da + T ab + T e > 11 = =
1716

ceea ce trebuia demonstrat.

Sa revenim la demonstrarea inegalitatilor (2) si (3):

medii ((a +¢)+ (b+d)

2
1
Avem ab+bc+cd+da = (a+c)(b+d) < 5 ) = cu egalitate

1
dacéa—l—c:lﬂ—d:é.

medii /)
Pe de alta parte, abc+bed+cda+dab = be(a+d)+ad(b+c) < ( te

)2 (a+d)+

<a+d)2(b+c) = hroatdatbretd S ] ((“C)”a*d)y(w

2 4 2
1
b—i—c—i—d):E, cu egalitate dacéa:d,b20§ib+c:a+d:i,adicépentru



a:b:c:d:z

In concluzie, inegalitatea din enunt este demonstrata.

Egalitate avem daca a =b=c=d = T



