
Problema 1. Se consider  ³irul a1, a2, a3, ... de�nit
astfel: a1 = 6, a2 = 1, a3 = 0, a4 = 5 ³i pentru n ≥ 5, n
num r natural, an se de�ne³te ca �ind ultima cifr  a sumei
celorlalµi patru termeni precedenµi. Astfel, prin concatenare,
³irul devine: 61052850... .

Ar taµi c  secvenµa 2012 este în ³ir.
Manuela Prajea

Soluµie: Consider m toate grupurile de patru cifre con-
secutive disjuncte care apar în ³ir. Adic : 6105, 2850, 5881,
... ³i cum sunt 104 grupuri de patru cifre posibile, deducem
c  la un moment dat un grup de patru cifre se va repeta,
de exemplu abcd. Din regula de de�nire a ³irului deducem
c  urm toarele cifre care vor ap rea dup  grupul abcd vor �
unic determinate de aceste patru cifre, deci ³i acestea se vor
repeta, adic  dac  dup  grupul abcd va ap rea grupul efgh,
atunci din nou dup  apariµia grupului abcd va ap rea grupul
efgh, etc ³i ³irul devenind astfel, de la un moment dat, pe-
riodic. De fapt, din modul în care este de�nit ³irul, se vede
c  ³i termenii care preced un grup abcd sunt unic determinaµi
de cifrele a, b, c, d, deci cifrele care preced un grup abcd vor
� mereu acelea³i pentru �ecare repetare a grupului abcd. De
aici rezult  c  ³irul este periodic de la început. Prin urmare
grupul 6105 va mai ap rea în ³ir. Ne uit m la a doua apariµie
a grupului 6105. Aplicând regula de determinare a termenilor
³irului, deducem c  termenii din stânga grupului 6105 sunt în
ordine: 8, apoi 5, apoi 2, apoi 1, apoi 0, apoi 2, etc, deci
o secvenµ  din ³ir este: ...2012586105..., adic  secvenµa 2012
este în ³irul dat.

Problema 2. Se consider ABCA
′
B

′
C

′
, o prism  dreapt 

având AA
′
> max{AB, BC, CA} ³i
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^(A
′
B, B

′
C) ≡ ^(B

′
C, C

′
A) ≡ ^(C

′
A, A

′
B).

Ar taµi c  baza prismei este un triunghi echilateral.

Manuela Prajea

Soluµie: Fie S ∈ AB astfel încât A
′
BSB

′
este parale-

logram. Not m AB = c, BC = a, CA = b, AA
′
= x ³i

^(A
′
B, B

′
C) = α, α ∈ (0◦; 90◦]. Construind paralelogra-

mul A
′
B

′
SB avem m(ŜB ′C) = α sau m(ŜB ′C) = 180◦ − α

³i B
′
S =
√
c2 + x2, B

′
C =

√
a2 + x2.

În triunghiul ACS, [CB] este median  ³i din teorema
medianei obµinem

CS2 = 2a2 − b2 + 2c2, (1)

iar cu teorema cosinusului în triunghiul SB
′
C obµinem

CS2 = a2 + c2 + 2x2 ± 2
√

(a2 + x2)(c2 + x2) cosα. (2)
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Din (1) ³i (2) rezult 

±2
√

(x2 + a2)(x2 + c2) cosα = −2x2 + a2 − b2 + c2. (3)

Dac  vom considera paralelogramele B
′
C

′
TC, (T ∈ BC) ³i

C
′
A

′
UA, (U ∈ AC) obµinem relaµiile analoage cu (3):

±2
√
(x2 + a2)(x2 + b2) cosα = −2x2 + a2 + b2 − c2, (4)

±2
√

(x2 + b2)(x2 + c2) cosα = −2x2 − a2 + b2 + c2. (5)

Cum x > max{a, b, c} deducem 2x2 > a2 + c2 > a2 − b2 + c2

³i deci −2x2 + a2 − b2 + c2 < 0. La fel ³i analoagele,
−2x2 − a2 + b2 + c2 < 0,−2x2 + a2 + b2 − c2 < 0.

Cu aceasta, relaµiile (3), (4) ³i (5) devin

−2
√

(x2 + a2)(x2 + c2) cosα = −2x2 + a2 − b2 + c2, (3
′
)

−2
√
(x2 + a2)(x2 + b2) cosα = −2x2 + a2 + b2 − c2, (4

′
)

−2
√

(x2 + b2)(x2 + c2) cosα = −2x2 − a2 + b2 + c2. (5
′
)

Sc zând relaµiile (3
′
) ³i (4

′
) obµinem√

x2 + a2
(√

x2 + b2 −
√
x2 + c2

)
cosα = c2 − b2

sau √
x2 + a2 · b2 − c2√

x2 + b2 +
√
x2 + c2

cosα = c2 − b2,

de unde

(b2 − c2)

( √
x2 + a2√

x2 + b2 +
√
x2 + c2

cosα + 1

)
= 0.

De aici deducem
b2 − c2 = 0
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(cealalt  parantez  �ind pozitiv ) ³i deci

b = c.

Analog, sc zând relaµiile (3
′
) ³i (5

′
) obµinem

a = b.

În concluzie, baza prismei este un triunghi echilateral.

Problema 3. S  se determine numerele naturale n ³i p
pentru care numerele p, p+3n, p+3n+1, p+3n+2 ³i p+3n+3

sunt simultan prime.
M. S. Pop

Soluµie: Dac  p ≥ 3 atunci p este impar ³i deci p+ 3n,
de exemplu, este sigur num r par, mai mare decât 2, a³adar
nu poate � num r prim. R mâne p = 2.

Numerele devin

2, 2 + 3n, 2 + 3n+1, 2 + 3n+2, 2 + 3n+3.

Dac  n = 0 obµinem numerele 2, 3, 5, 11, 29 care sunt
prime.

Dac  n = 1 obµinem numerele 2, 5, 11, 29, 83 care sunt
prime.

Pentru n = 2 num rul 2 + 3n+3 are ultima cifr  5, este
mai mare decât 5, deci nu este prim.

Pentru n = 3 num rul 2 + 3n+2 are ultima cifr  5, este
mai mare decât 5, deci nu este prim.

S  observ m c  ultima cifr  a lui 34k+1 este 3, pentru
orice k num r natural.

Atunci, pentru n = 4k, num rul 3n+1 are ultima cifr  3
³i de aici, pentru k ≥ 1, num rul 2 + 3n+1 nu e prim.
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Pentru n = 4k + 1, num rul 3n are ultima cifr  3 ³i de
aici, pentru k ≥ 1, 2 + 3n nu e prim.

Pentru n = 4k+2, num rul 3n+3 are ultima cifr  3 ³i de
aici 2 + 3n+3 (având ultima cifr  5 ³i �ind mai mare decât 5
pentru orice k ≥ 0) nu e prim.

Pentru n = 4k+3, k ≥ 0, num rul 3n+2 are ultima cifr 
3 ³i de aici 2 + 3n+2 nu e prim.

În concluzie, toate numerele sunt prime dac 
p = 2, n = 0 sau p = 2, n = 1.

Problema 4. Pentru n num r natural rezolvaµi, în
mulµimea numerelor întregi, ecuaµia

x4 + y4 = 13n.

Manuela Prajea

Soluµie: Dac  n = 0 ecuaµia devine

x4 + y4 = 1

cu soluµiile (±1; 0) ³i (0;±1).
Dac  n 6= 0, atunci 13n este divizibil cu 13.
Orice num r întreg p d  la împ rµirea cu 13 unul din res-

turile 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12. Atunci p2 d  la împ rµirea
cu 13 unul din resturile 0,1,3,4,9,10,12, iar p4 unul din resturile
0,1,3,9. Se observ  c  singura variant  care poate conduce la

x4 + y4 = 13n

este cea cu x4, y4 divizibile cu 13, adic  cea cu x, y divizibili
cu 13.

Dac  (x, y) este o soluµie a ecuaµiei din enunµ cu n > 0,
atunci x = 13x1, y = 13y1, unde x41 + y41 = 13n−4. Dac 
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n− 4 > 0 g sim c  x1 = 13x2, y1 = 13y2 ³i x42 + y42 = 13n−8.
Continu m procedeul pân  când, dup  k pa³i, ajungem la
ecuaµia x4k + y4k = 13n−4k, unde r = n− 4k ∈ {0, 1, 2, 3} este
restul împ rµirii lui n la 4.

Dac  r ∈ {1, 2, 3} (adic  n nu este divizibil cu 4) atunci
am v zut c  xk = 13xk+1, yk = 13yk+1, deci membrul stâng
este divizibil cu 134 în vreme ce membrul drept nu este divizi-
bil cu 134. Prin urmare, dac  n nu este divizibil cu 4, ecuaµia
nu are soluµii.

Dac  r = 0 (adic  n este divizibil cu 4) rezult  c 
(xk, yk) ∈ {(−1, 0), (1, 0), (0,−1), (0, 1)}, de unde obµinem
(x, y) ∈ {(±13m, 0), (0,±13m)}, unde m =

n

4
.

În concluzie, dac  n nu este divizibil cu 4 atunci ecuaµia
nu are soluµii, iar dac  n = 4m, m ∈ N, atunci ecuaµia are
soluµiile (±13m, 0) ³i (0,±13m).
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