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Problema 1. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia

(2 +9°)° = («° — )%

I S 3

Solutie. Ecuatia se scrie echivalent 2° + 3z%y? + 3z%y* + 9% = 26 — 223y® + o5,
adica 3xz1y? + 3x2y? + 2233 = 0, sau Incd 22y? (322 + 2zy + 3y?) = 0. Rezulta ca
fie x = 0, fie y = 0, fie 32 + 22y + 3y?> = 0. Ultima ecuatie se poate scrie sub
forma 222 + (x +y)? + 2y* = 0 si are unica solutie z = y = 0. Prin urmare solutiile
ecuatiei sunt: x =0, ye Rsiy =0, z € R.

Problema 2. Se considera un cerc C si un punct A exterior acestuia. Din A se
duc tangentele AB si AC' la cercul C. Paralela prin B la AC' intersecteaza C in D,
iar dreapta AD intersecteaza C in punctul E.

Demonstrati ca dreapta BE contine mijlocul segmentului (AC).

din Culegere de probleme de geometrie, autori I.C. Draghicescu, V. Masgmﬂ

Solutia 1:
Notam BENAC = {F}. Folosind puterea punctului F fata de cerc avem | p(F)| =
CF? = FE - FB. Problema revine astfel la a arata ca FA? = FE - FB, sau

4 = E Cum ZFAE = ZADB (alterne interne) si ZADB = ZABE, iar
FB FA

y FA FE
/AFE = /BFA, deducem ca AAFFE ~ A BFA, de unde B FA

Observatie: Faptul ca trebuie sa aratam ca BFE trece prin mijlocul tangentei
(AC') ne poate sugera sa folosim proprietatea, prezentata in materialul teoretic
de la aceasta etapa, ca axa radicala a doua cercuri trece prin mijlocul tangentei
comune la cele doua cercuri. Cum axa radicala a doua cercuri secante este dreapta
determinata de punctele lor de intersectie, este suficient sa aratam ca C'A este
tangenta cercului circumscris triunghiului ABE. Acest lucru este imediat: din
LCAE = ZBDA (alterne interne) si /ZBDA = ZABE (ambele subintind arcul
BE al cercului C) rezulta ca ZOAE = ZABE ceea ce arata ca AC' este tangenta
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cercului circumscris triunghiului ABE.

Solutia 2: (data de Stefan Tudose)

Fie {M} = ADNBC si {F} = BEN AC. Deoarece AB si AC sunt tangente la
cercul C, BC este polara lui A in raport cu cercul C, de unde rezulta ca (A, M, E, D)
este diviziune armonica, adica

EA DA

gt ~pm W

Pe de alta parte, triunghiurile CM A si BM D sunt asemenea, de unde

MC  MA i BC _ DA )
MB_ MD “““BM T MD '
Din (1) si (2) rezulta
EA  BC )
EM  BM '

Aplicand teorema lui Menelaus in triunghiul AMC taiat de transversala F'— F — B

se obtine
BC EM FA

BM EA FC
de unde, folosind (3), FA = FC si concluzia.

L,

Problema 3. Fie triunghiul ABC si H un punct in interiorul sau astfel incat

/HAB = /HCB si ZHBC = Z/HAC.



Aratati ca H este ortocentrul triunghiului ABC.
Manuela Prajea, lista scurta ONM

Solutie:

Fie B’ punctul de intersectie a dreptelor BH si AC, iar C’ punctul de intersectie a
dreptelor CH si AB. Deoarece m(£B'HC") = m(£LCHB) = 180° — m(£LHBC') —
m(£LHCB) = 180° — m(LHAC) — m(£LHAB) = 180° — m(£B’'AC"), rezulta ca
patrulaterul AC'H B’ este inscriptibil. Deducem ca /ZHB'C' = /HAB = ZHCB,
de unde rezulta ca i patrulaterul BC'B'C’ este inscriptibil. Atunci unghiurile
BB'C si BC'C sunt congruente. Insi din inscriptibilitatea patrulaterului AC' H B’
rezulta ca ele sunt gi suplementare. Fiind congruente si suplementare, unghiurile
BB'C si BC'C sunt drepte, deci BB’ si CC" sunt inaltimi in triunghiul ABC, deci
H este ortocentrul acestui triunghi.

Observatie: Cum ortocentrul este in interiorul triunghiului, rezulta ca triunghiul
ABC trebuie sa fie ascutitunghic, adica un punct H cu proprietatile din enunt

exista numai daca triunghiul ABC este ascutitunghic.

A

Problema 4. In fiecare varf al unui poligon regulat cu 2n varfuri este scris un
numar intreg astfel incat numerele scrise in doua varfuri vecine sa difere mereu prin
1. Numerele care sunt mai mari decat ambii lor vecini se numesc munti, iar cele
care sunt mai mici decat ambii lor vecini se numesc vai. Aratati ca suma muntilor
minus suma vailor este egala cu n.

Hrasko Andrds, Concusul KoMalL, Ungaria, 2000

Solutia 1:
Vom fixa un varf care contine un munte si vom parcurge varfurile poligonului in
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sensul acelor de ceasornic. Dupa 2n pasi ne vom intoarce la varful de la care am
pornit. Despre un pas vom spune ca ,,am urcat” daca pasul a fost facut dintr-un
varf cu un numar mai mic intr-un varf cu un numar cu 1 mai mare gi vom spune ca
,,am coborat” daca pasul a fost facut dintr-un varf cu un numar mai mare intr-un
varf cu un numar cu 1 mai mic. Deoarece dupa 2n pasi (de inaltime egala cu 1
fiecare), ne-am intors la ,inaltimea” initiala, rezulta ca la n dintre pasi am urcat
si la ceilalti n am coborat. Cum muntjii alterneaza cu vaile (abstractie facand de
varfurile care nu sunt nici munti, nici vai), avem un numar egal de munti si vai.
Diferenta dintre fiecare munte si valea urmatoare este cat se coboara. Suma acestor
diferente este agsadar n.

Solutia 2: (data de Stefania Ligia Jianuw)
Notand numerele din varfurile poligonului, in ordine, cu ay, as, . . ., as, si cu S suma
S =lay — as] + |lag — as| + -+ + |agn—1 — agn| + |az, — a1], avem ca
S=141+---4+1=2n.

2n termeni
Pe de alta parte, putem scrie S = aq(a; — as) + ag(as —az) + - -+ + @op_1(ag,—1 —
o)+, (ag, —ar), unde o = 1 dacd ap—ag = 1giap = —1 dacd ap—apy = —1
(daca notam ag, 1 = aq).
Desfacand parantezele si regrupand, obtinem

S = (Oél — a2n)a1 -+ (Oég — Oél)(lg + -+ (Oégn — Oégn_l)agn.

Astfel obtinem o suma in care fiecare a; este inmultit cu un coeficient care poate
fi —2, 0 sau 2. Mai precis, coeficientul lui a; va fi:

e 2. daca aj este munte,

e — 2 daca ay este vale,

e 0, daca aj are un vecin mai mic i unul mai mare (adica nu este nici munte, nici
vale).

Astfel, obtinem ca S = 2(suma muntilor) — 2(suma vailor), de unde

(suma muntilor)—(suma vailor) = n.

Solutia 3: (bazata pe ideea lui Mihai Marcian si pe solutia oficiala din concursul
KoMalL)

Consideram un varf in care este scris cel mai mic numar. Numerotam varfurile
de la 0 la 2n, varful ales avand att numarul 0 cat si numérul 2n. Reprezentim
intr-un sistem de axe Oy punctele de coordonate Ay(k,xp — x¢) unde xj este
numarul scris in varful cu numarul k. Astfel Ay(0,0), A;(1,1), apoi Ay(2,1+ 1),
s.aam.d. Ag, 1(2n—1,1) si As,(2n,0). Unind punctele consecutive obtinem o linie
poligonala pe care o putem asemui cu o panorama in care muntii din problema au
aspect de munti, iar vaile aspect de vai. Vom lua la rand muntii si vom scadea
2 din ei. Astfel, in loc sa fie cu 1 mai mari decat vecinii lor, ei vor fi cu 1 mai
mici, devenind astfel vai. Vom arata ca aceste scaderi nu modifica diferenta dintre
suma muntilor gi suma vailor (deci ca aceasta diferenta ramane INVARIANTA
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la aceste operati de transformare a muntilor in vai). Pe parcursul acestor scaderi
(de nivel) se vor forma alti munti; vom efectua aceste scaderi si asupra muntilor
formati ulterior, dar nu si a capetelor, Ay si As,. Deoarece x, — xq > —k, acest
proces de scaderi nu poate continua la nesfargit. Prin urmare, atunci cand el va
lua sfargit, nu vom mai avea niciun munte (cu exceptia capetelor). Am ajuns astfel
la un ,,peisaj” in forma de ,,V”, cu o singura vale, x, = xo — n. Pentru aceasta
configuratie, diferenta dintre suma muntilor, zy si suma vailor, x,, este n. Daca
aratam ca diferenta dintra suma muntilor si cea a vailor este invarianta la aceste
scaderi, cum la sfargit ea este n, rezulta ca pentru orice configuratie initiala ea este
tot n.

Cand efectuam operatia de scadere a muntelui k cu xp = a, acesta devine vale cu
T = a — 2. Sa ne uitam la cei doi vecini ai lui k: £k — 1 ¢i £+ 1. Pentru fiecare
din ei se intampla urmatorul lucru: daca a fost vale, atunci acum nu mai este vale;
daca nu a fost vale atunci acum este munte. (Alt caz nu exista, x4, neputand fi
munti inaintea efectuarii operatiei.)

Distingem trei cazuri, in functie de cati dintre vecinii lui £ devin munti dupa efec-
tuarea operatiei asupra lui zy: 0, 1 sau 2.

Cazul 1. zj_1 si 21 nu devin munti. Atunci ei au fost vai gi acum nu mai sunt.
Suma muntilor a scazut cu a (z; nu mai este munte), suma vailor a crescut cu
a—2 (r; = a— 2 este acum vale) dar scade cu 2(a — 1) (31 = a — 1 nu mai sunt
vai), deci per total suma vailor scade cu 2(a — 1) — (a — 2) = a, la fel ca si suma
muntilor, deci diferenta dintre suma muntilor si cea a vailor nu se schimba.

Cazul 2. Exact unul dintre x;_1 i xx11, sa zicem z;_1, devine munte. Atunci x4
a fost vale si acum nu mai este. Suma muntilor a scazut cu a (rx nu mai este
munte) si a crescut cu a — 1 (xx_; = a — 1 a devenit munte). Suma vailor a crescut
cua—2 (xp = a— 2 este acum vale) dar scade cu a — 1 (2511 = a — 1 nu mai este
vale). Suma muntjilor si suma vailor scad cu 1, deci diferenta lor nu se schimba.
Cazul 3. zj_1 §i 41 devin munti. Suma muntilor a scazut cu a (zx nu mai este
munte) si a crescut cu 2(a — 1) (xx+1 = a — 1 au devenit munti), deci per total
suma muntilor cregte cu 2(a — 1) —a = a — 2. Suma vailor creste si ea cu a — 2
(caci xx = a — 2 a devenit vale) la fel ca si suma muntilor, deci diferenta dintre
suma muntilor si cea a vailor nu se schimba.

Solutia 4: (prin inductie, bazata pe ideea lui Alexandru Bumbu)

Vom demonstra afirmatia din enunt, prin inductie dupa n > 2.

Pentru n = 2 poligonul regulat este un patrat. Numerele din varfurile acestuia pot
fi, in ordine: a, a+1, a,a+1saua, a+1, a+2, a+1saua, a+1, a, a—1sau
a, a—1, a, a+1lsaua, a—1, a—2, a—1saua, a—1, a, a—1. In primul caz
avem doi munti (ambii a + 1) si doua vai (ambele a), deci diferenta dintre suma
muntilor si suma vailor este 2(a + 1) — 2a = 2. La fel se intampla si in ultimul
caz. In celelalte cazuri avem un singur munte si o singura vale, iar diferenta dintre
acestea este 2.

Presupunem afirmatia adevarata pentru orice poligon regulat cu 2n laturi si orice



agezare a numerelor in varfurile acestuia care respecta conditiile din enunt. Con-
sideram un poligon regulat cu 2n + 2 laturi si o configuratie arbitrara de numere
in varfurile acestuia care respecta conditiile din enunt. Ne uitam la cel mai mare
numar aflat intr-un varf si la un varf in care este scris acest numar. Evident acest
numar este un munte. Eliminam acest varf, precum si unul dintre cei doi vecini ai
sai, dintre varfurile poligonului. Obtinem un poligon cu 2n laturi. Mutam putin
varfurile acestuia (fara a le afecta ordinea) astfel incat poligonul sa devina regu-
lat. Numerele inscrise in varfurile acestuia respecta conditia din enunt. (Dintr-o
secventa de formaa+1, a, a+1, a, a1 am scos a+ 1 din mijloc si unul din cei
doi de a, lasand a+1, a, a+1.) Din ipoteza de inductie, stim ca, pentru poligonul
cu 2n varfuri, suma varfurilor minus suma vailor este n. Comparand muntii si
vaile poligonului cu 2n + 2 varfuri cu cele ale poligonului cu 2n varfuri constatam
ca avem situatiile de mai jos (muntii sunt marcati cu (M), iar vaile cu V) ):

1. Daca am eliminat numerele a + 1 i a din secventa a — 1, a, a+1 (M), a,a—1
obtindnd a — 1, a (M), a — 1, atunci suma muntilor poligonului cu 2n + 2 este cu
1 mai mare decat suma muntilor poligonului cu 2n varfuri, iar suma vailor este
aceeasi (in locul muntelui a + 1 avem un munte a). Deoarece suma muntilor minus
suma vailor este n pentru poligonul cu 2n varfuri, aceasta diferenta va fi n + 1
pentru poligonul cu 2n + 2 varfuri.

2. Daca am eliminat numerele a + 1 si a din secventa a — 1, a, a+ 1 (M), a (V),
a + 1 obtinand a — 1, a, a + 1, atunci suma muntilor poligonului cu 2n + 2 este
cu a + 1 mai mare decat suma muntilor poligonului cu 2n varfuri, iar suma vailor
este cu a mai mare (in locul muntelui a + 1 si vaii @ nu avem nimic). Deoarece
suma muntilor minus suma vailor este n pentru poligonul cu 2n varfuri, aceasta
diferenta va fi n 4+ 1 pentru poligonul cu 2n + 2 varfuri.

3. Daca am eliminat numerele @ + 1 si a din secventa a + 1, a, a+ 1 (M), a (V),
a — 1 obtinand a 4+ 1, a, a — 1, atunci suma muntilor poligonului cu 2n + 2 este
cu a + 1 mai mare decat suma muntilor poligonului cu 2n varfuri, iar suma vailor
este cu a mai mare (in locul muntelui a + 1 si vaii @ nu avem nimic). Deoarece
suma muntilor minus suma vailor este n pentru poligonul cu 2n varfuri, aceasta
diferenta va fi n + 1 pentru poligonul cu 2n + 2 varfuri.

4. Daca am eliminat numerele a+1 §i a din secventa a+1, a (V), a+1 (M), a (V),
a+ 1 obtinand a+1, a(V), a+ 1, atunci suma muntilor poligonului cu 2n + 2 este
cu a + 1 mai mare decat suma muntilor poligonului cu 2n varfuri, iar suma vailor
este cu a mai mare (in locul muntelui a + 1 i vaii ¢ nu avem nimic). Deoarece
suma muntilor minus suma vailor este n pentru poligonul cu 2n varfuri, aceasta
diferenta va fi n + 1 pentru poligonul cu 2n + 2 varfuri.

Pentru alte probleme similare, a se vedea materialul Despre munti si vai.
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