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Problema 1. Fie n, k si ¢ trei numere naturale astfel incat n — k si n + ¢ sa fie
patrate perfecte consecutive. Aratati ca n — kf este patrat perfect.

Solutie:

Fie m? gi (m + 1)? patratele perfecte din enunt. Avem, agadar, cd n — k = m? si
n+{¢ = (m+1)2. Exprimam k gi £ in functiede msin: k =n—m? £ = (m+1)*—n.
Atunci n—kl = n—(n—m?)((m+1)?—n) = n—n(m+1)2+n2+(m(m+1))2—nm2 =
n?*+n(l—m?—2m—1-m?)+ (m(m+1))2 =n?—2n-m(m+1)+ (m(m+1))2 =

(n —m(m+ 1))2 care este intr-adevar patrat perfect.

Problema 2. Determinati numerele reale z care verifica relatia [z] = {22} + {4z}.

X* kX

Solutia 1:

Deoarece 0 < {2z} < 1i 0 < {4z} < 1, rezulta ca 0 < [z] < 2, deci [z] poate fi 0
sau 1.

e Daca [z] = 0 atunci trebuie ca x € [0, 1) si totodata {2z} = {4a} = 0, adica 2z

si 4x trebuie sa fie intregi. Convin z =0 gi x = 7

e Daca [z] = 1, avem pe de-o parte ca x € [1,2), pe de alta parte ca {2z} +{4x}=1.
Aceasta din urma conditie revine la 2z + 4z € Z, 2x ¢ Z, 4x ¢ 7 (a se vedea si
problema 2 din paragraful ,,Probleme instructive” din materialul teoretic). Trebuie
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asadar ca 6z € Z dar 2z, 4z ¢ Z. Convin valorile z € 666 E}

I luzie, solutiil iei sunt 0, 2 5 1

n concluzie, solutiile ecuatiei sunt 0, 5633 6"

Solutia 2:

Avem [z] = 2z — [22] + 4o — [4z], adica 6x = [x] + [2z] + [42] € Z, deci 6z € Z.
2

Fie x = %, n € 7. Ecuatia revine la n = [%] + [%} + [gn]

In functie de restul impartirii lui n la 6 distingem 6 cazuri:

1. n = 6k; ecuatia devine 6k = k + 2k + 4k, de unde k = 0, deci n = 0, adica
x = 0;

2. n = 6k + 1; ecuatia devine 6k + 1 = k + 2k + 4k, de unde k = 1, decin = 7,

adica xr = 6;
3. n = 6k + 2; ecuatia devine 6k + 2 = k + 2k + (4k + 1), de unde k = 1, deci
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4. n = 6k + 3; ecuatia devine 6k +3 = k+ (2k+ 1) + (4k+2), de unde k = 0, deci
n =3, adica x = 5;

5. n = 6k +4; ecuatia devine 6k +4 = k+ (2k + 1) + (4k +2), de unde k = 1, deci
n = 10, adica z = g;

6. n = 6k + 5; ecuatia devine 6k +5 = k+ (2k+ 1) + (4k+ 3), de unde k = 1, deci
Lo 11
n = 11, adica = = 5
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In concluzie, solutiile ecuatiei sunt 0,

Problema 3. Daca r este un numar rational dat, aflati toate numerele intregi z
pentru care
2" +2 =72
Olimpiada Elvetia, 2011

Solutie:

Daca z > 0, membrul stang este un numar natural, deci trebuie ca r sa fie un
numar intreg.

e Daca z > 2, membrul stang este par dar nu este divizibil cu 4, deci nu este patrat
perfect. Prin urmare nu putem avea solutie z > 2.

e Dacit 2 = 1, obtinem 7? = 4, deci z = 1 este solutie dacd r € {—2, 2}.

e Daca z = 0 obtinem r? = 3, imposibil cu r rational.

1

e Daca z < 0 este par, z = —2k, k € N* ajungem la 5%k + 2 = r? adica

1 + 22k+1
la —w = r?. Trebuie asadar ca 1 + 2%*! s fie patrat perfect. Daca
1+ 2%+ = ;2 atunci 221 = (m — 1)(m + 1). Deoarece (m — 1, m+1) € {1,2},
deducem ca m — 1 = 2, deci k = 1. Asadar z = —2 este solutie a ecuatiei daca
e 3 3

272
1 + 22k+2

e Daca z < 0 este impar, z = =2k — 1, k € N, ajungem la o = r?, adica

2 + 22k+3
la =———— = 7. Trebuie asadar ca 2 4 22**3 s3 fie patrat perfect, ceea ce nu se

92k+2
poate deoarece 2 4 2%*+3 da restul 2 la impartirea cu 4.

In concluzie:

e daca r € {—2, 2} atunci ecuatia are solutia unica z = 1;

y 3 : : N
e dacar e {—5, 5} atunci ecuatia are solutia unica z = —2;

e in toate celelalte cazuri ecuatia nu are solutii.



Problema 4. Fie ABCD un dreptunghi, P mijlocul segmentului [AB] si @
proiectia punctului C' pe dreapta PD. Demonstrati ca triunghiul BQC' este isoscel.

Olimpiada Marea Britanie, 2003

Solutia 1: (Radu Andreica)

Fie R intersectia dreptelor PD si BC. Deoarece PB = %CD si PB || CD, rezulta
ca [P B] este linie mijlocie in triunghiul RC'D, deci B este mijlocul segmentului C'R.
Atunci [@ B] este mediana in triunghiul dreptunghic CQR, deci @B = % CR = CB,

de unde concluzia. D c
Q

A P B
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Solutia 2: (Alezandru Babalau)

Fie M mijlocul laturii [C'D]. Avand laturile opuse paralele gi congruente, patru-
laterul PBM D este paralelogram, deci BM || PD. Fie {S} = BM N CQ. Pe de
o parte avem ca M S este linie mijlocie in triunghiul CQD, deci S este mijlocul
segmentului [C'Q)], pe de alta parte, BS || DQ si DQ L CQ implica BS L CQ. In
triunghiul BC'Q am vazut ca BS este si mediana si inaltime, deci triunghiul BC'Q

este isoscel.
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Solutia 3: Distingem trei situatii, in functie de pozitia punctului ) pe dreapta
PD:

e daca () € (PD):

- triunghiurile DAP gi C'BA sunt congruente (CC), deci ZDPA = ZCPB;

- patrulaterul BCQP este inscris in cercul de diametru [C'P] (unghiurile opuse
ZCBP si ZCQP sunt suplementare);



- deducem ca, pe de o parte ZDPA = ZQCB (au acelagi suplement, ZQPB), pe
de alta parte ZCQB = ZCPB (unghiuri facute de laturi opuse cu diagonalele);
In concluzie, Z/CQB = /CPB = /DPA = /QCB, deci triunghiul BQC' este
isoscel, de baza C'Q.

D C

e daca () coincide cu P:
triunghiurile dreptunghice DAP §i C'BA sunt congruente (CC), deci ZDPA =
ZCPB; cum m(£CPD) = 90°, rezulta ca m(£LCPB) = 45°, deci triunghiul BC'P
este dreptunghic isoscel.

e daca P € (DQ):

- triunghiurile DAP si C BA sunt congruente (CC), deci ZDPA = ZCPB;

- patrulaterul BC' PQ este Inscris in cercul de diametru [C'P] (unghiurile congruente
ZCBP i ZCQP sunt unghiuri facute de laturi opuse cu diagonalele);

- deducem ca, pe de o parte ZQPB = QCB, pe de alta parte ZCQB = ZCPB
(unghiuri facute de laturi opuse cu diagonalele);

In concluzie, ZCQB = LCOPB = /DPA = /QPB = ZQCB, deci triunghiul
BQC este isoscel, de baza CQ.




