Problema 1. Se considera a, b, ¢ numere reale pozitive
+ T——

24bc 24ca 24ab
Manuela Prajea

1.

cu abc = 1. Sa se arate ca:

Solutie: Avem

a b & a? b2 2 055
2+bc+2+ca+2+ab_2a+1+2b+1+2c+1 -
(a+b+c)?

2(a+b+c)+3
Notand s = a + b + ¢, din inegalitatea mediilor si abc = 1
avem s > 3. Folosind cele de mai sus, este suficient sa aratam
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S . . . .
> 1 pentru orice s > 3. Acesta inegalitate se scrie
25+ 3

echivalent (s — 1)2 > 4, ceea ce este evident pentru orice

ca

s > 3. Cu aceasta inegalitatea este demonstrata.
Egalitate avem pentru a = b =c = 1.

Problema 2. Fie n numar natural nenul si S suma
tuturor numerelor naturale z astfel incat (n — 1)? < z <
(n+1)%

a) Si se arate ca 6 | S.

b) Sa se determine n stiind cd S = 1386.

Stefan Smarandache

Solutie:
a)
S=mn-17+[n=1°+1]+..+ [(n—1)*+4n —1]

sau
dn(4n — 1)

S =4n(n—1)*+ 5

= 2n(2n* + 1)



Evident S se divide cu 2, mai trebuie ariatat ca S se divide
cu 3.

Daca n = 3k, atunci S = 6k(18k? + 1) si evident se
divide cu 3.

Dacd n = 3k 4+ 1 sau n = 3k + 2, atunci n? = M3 + 1,
de unde 2n? + 1 = M3, adicd S se divide cu 3.

Cum 2 si 3 sunt prime intre ele inseamna ca S se divide
cu 6.

b) Trebuie sd avem

2n(2n% 4 1) = 1368

Sau

2n® +n — 693 = 0
Relatia de mai sus se scrie
(n —7)(2n* + 14n 4+ 99) = 0

de unde obtinem n = 7.

O alta cale de a finaliza: din 2n3+n = 693 rezultd ci n | 693
sin® < 347, deci n € {1,3,7}. Verificand aceste valori gdsim
ca numai n = 7 satisface ecuatia data.

Problema 3. Se coloreaza punctele unui cerc de raza 1

(din interior gi de pe frontierd) cu 3 culori. Ardtati ca exista

o infinitate de segmente de lungime 1 avand extremitatile de
aceeagi culoare.

Manuela Prajea

Solutie: Fie ABCDFEF un hexagon regulat inscris in
cercul dat, O centrul acestuia si My, Ms, Mz multimile de
puncte colorate cu cele trei culori date.

Presupunem, prin absurd, ca nu exista doua puncte co-
lorate la fel, situate la distanta 1.
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Daca O € My, atunci A, C, E € My si B, D, F € Ms.

V3
3
curile C(A; 1), C(C; 1), C(E; 1) in punctele M, P, respectiv
@, centrele triunghiurilor echilaterale BOC, DOFE, respectiv
FOA.

Punctele M, P, () nu sunt din multimea M5 deoarece
AM = CP = EQ = 1, iar A, C, E € M,. De asemenea,
deoarece DM = FP = BQ =11 D, I, B € Mjs, rezulta
cd M, P, Q ¢ Ms. Rezulta atunci ca M, P, Q € M;. Dar
AM P() este echilateral de latura 1 rezulta ca existd puncte
de aceeasi culoare situate la distanta 1, contradictie.

Agadar, exista doud puncte de aceeasi culoare la distanta

Consideram cercul C'( O; ) . Acesta va intersecta cer-

Rotind hexagonul initial astfel incat varful A sa parcurga
arcul AB vom obtine o infinitate de hexagoane si de fiecare
data cel putin un segment de lungime 1 cu capetele de aceeasi
culoare. Segmentele ,monocolore” gasite nu se pot repeta,
asadar rotind hexagonul se gisesc o infinitate de segmente
,monocolore” distincte.



Problema 4. Determinati numerele naturale n > 2
care au proprietatea ca exista o multime de n puncte in plan

(n—1)

avand o axe de simetrie.
Manuela Prajea

Solutie: ,Daci n = 2, atunci multimea {A;, Ao} are
2-(2-1)

2
simetrie este mediatoarea segmentului A;A,, dar si dreapta
A1 Ay este axi de simetrie).

Dacd n > 3 notam A = {A;, As, ..., A,} o multime

n(n—1)

= 1 axe de simetrie” este o afirmatie falsa (o axa de

cu n puncte si care are axe de simetrie. Daca o

axa de simetrie contine toate punctele din A, atunci nu pot
exista decat cel mult doud axe de simetrie, absurd. Asadar
pentru fiecare axa de simetrie d existd un punct A € A ne-
situat pe d. Atunci gi simetricul lui A fata de d apartine

lui A, deci d este mediatoarea segmentului determinat de o

n(n—1
pereche de puncte din A. Deoarece trebuie sa avem g

axe de simetrie, adica tocmai numarul perechilor de puncte
(distincte) din A, rezultd cd axele de simetrie sunt exact me-
diatoarele segmentelor determinate de punctele din A.

Fie m;; mediatoarea unui segment A;A;. Daca A;, € A,
diferit de A; si A; nu este situat pe mediatoara m;;, notam A,
simetricul lui Ay fatd de m;;. Atunci m;; = my, si numarul

n(n —1)

axelor de simetrie ar fi mai mic decét . In concluzie,

Ay, € myj, adicd toate punctele din A, diferite de A; 51 A;, se
afla pe mediatoarea m;.

Dar acest lucru este evident imposibil pentru n > 3, deci
singura posibilitate este pentru n = 3, anume multimea A
formata din varfurile unui triunghi echilateral.
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