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x° + +y+ > 3.
y+1 x+1

Problema 1. Aratati ca daca x,y > 0 cu xy = 1 atunci

Andrei Eckstein, Revista RMCS, nr. 27 (2009)
Solutie:
Punand y = — si eliminand numitorii, inegalitatea revine la 2° — 2% — 22 +1 > 0,
x

adica la (23 — 1)(z* — 1) > 0, sau incd la (z — 1)?(x + 1)(z* + x + 1) > 0 care este
evidenta, ultimii doi factori fiind pozitivi. Egalitate avem pentru x =y = 1.

Observatie: Inegalitatea ramane adevarata si daca inlocuim conditia xy = 1 cu
x +y > 2 care este clar mai slaba. (Faptul ca zy = 1 implica x + y > 2 se vede
usor din inegalitatea mediilor.)

Acest fapt se poate demonstra de exemplu folosind inegalitatea lui Bergstrom, o
varianta a inegalitatii Cauchy-Buniakowsky-Schwarz care mai este cunoscuta si
drept inegalitatea Titu Andreescu (Titu’s Lemma):

Daca ay,as,...,a, € Rsi x,x9,...,2, > 0, atunci
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In cazul nostru,
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care se scrie (s —1)(s—2) > 0 gi este evident adevarata de indata ce v +y = s > 2.

> 3, adica s> —3s+2 >0,

Notand x + y = 2, ar fi suficient sa aratam ca

Observatie: Valoarea minima pentru x, y > 0 (fara alte conditii) a membrului
stang este 4(v/3 — 1) si se atinge pentru z = y = /3 — 1.

Problema 2. Fie un patrat ABCD si punctele M € (CD), N € (BC) astfel incat
DM = MC si BN = 3NC'. Aratati ca cercul circumscris triunghiului AM N este
tangent dreptei C'D.

din cartea Probleme calitative de geometrie plana, de Maria Elena Panaitopol si
Laurentiu Panaitopol!

Solutie:
N 1 M
Deoarece M—g =35 = (j:l_D si m(LNCM) = m(LMDA) = 90°, triunghiurile

NCM si MDA sunt asemenea. Atunci m(LAMN) = 180° — m(LNMC) —
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m(LAMD) = 180° — m(LNMC) — m(LMNC) = m(LNCM) = 90°, deci pa-

trulaterul ABN M este inscriptibil. Cum triunghiurile BCM si ADM sunt con-
1

gruente (C.C.), rezulta ca ZCMN = /DAM = ZCBM = /ZNAM = §m(MN),

de unde C'D este tangenta la cerc.

Alta finalizare: Centrul cercului circumscris triunghiului AM N este mijlocul P
al lui [AN], deci se afla pe linia mijlocie a trapezului dreptunghic ADCN deci
PM 1 CD. Asadar CD este perpendiculara pe raza PM in punctul M de pe
cerc, deci este tangeta la cerc.

D M C

A B

Observatie: Faptul ca m(ZAMN) = 90° se putea stabili si cu reciproca teoremei
lui Pitagora aplicata in triunghiul AM N dupa ce in prealabil s-au exprimat lungi-
mile segmentelor AM, AN, M N (ipotenuze in triunghiuri dreptunghice) in functie
de lungimea laturii patratului.

Observatie: Din solutia de mai sus rezulta ca (AM este bisectoarea unghiului
ZDAN. Acest lucru putea fi demonstrat si altfel: considerand {P} = AN N CD,

se calculeaza succesiv CP = §AD, AP = gAD (din teorema lui Pitagora), apoi

se aplica reciproca teoremei lui Pitagora, sau, altfel, folosind o problem# clasica?
afirmand ca (AM e bisectoarea ZDAN daca si numai daca AN = BN + DM,
relatie care se verifica imediat pentru configuratia din problema.

Problema 3. Se considera numerele naturale nenule a, b si n, cu (a,n) = 1.

Calculati
{a+b} {2a+b} {3a+b} {na+b}
Sp = + + do ot ,
n n n n

unde {z} desemneaza partea fractionara a numarului real z.

X X X

2Pentru demonstratie, considerati R pe semidreapta opusi lui (DC astfel ca AABN =
AADR. Atunci AN = BN+ DM < RM = AR < /RAM = /RMA =/BAM & /NAM =
ZMAD (ca diferentid de unghiuri congruente) < (AM este bisectoarea ZDAN.

3 preluata din cartea Gheorghe Andrei, Ion Cucurezeanu, Constantin Caragea — Probleme de
algebra, Functiile parte intreagd si parte fractionard, Editura Gil, 1996



Solutie:
Folosind teorema impartirii cu rest, avem ca, pentru orice k € {1,2,3,...,n} ot A,
exista qg, 1 € N, cu 0 < rp < n, astfel incat ka +b=n- q. + .

Presupunand, prin reducere la absurd, ca exista k, j € A, k # j, astfel incat
r+k =rj;, am ajunge la ka+b—n-q; = ja+b—n-gq;, adica la a(k—j) = n(q, —q;)-
Ar rezulta atunci ca n | a(k — j), iar cum (a,n) = 1, am obtine ca n | k — j, ceea
ce este imposibil cu k,j € {1,2,3,...,n} cu k # j.

Rezulta agadar ca numerele ka + b, k € {1,2,3,...,n}, dau resturi distincte doua

cate doua la impartirea la n, adica {ry, ro, ..., 7} ={0,1,2,...,n — 1}.

Avem atunci ca
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Problema 4. In fiecare patratel al unei table de sah 3 x 3 se trece cate o cifra. Un
cal este mutat de-a lungul unui drum in forma de L constituit din patru patratele:
3 intr-o directie, apoi unul in directie perpendiculara. In cate moduri se poate
completa tabla de sah cu numere de o cifra, nu neaparat distincte, astfel incat
suma celor patru numere acoperite de orice asemenea mutare de cal sa fie aceeasi?

x % %
Solutie:

Sa notam coloanele patratului cu A, B si C, iar liniile cu 1, 2 si 3. Vom nota cu
ai, as, ..., cg cifrele inscrise in patratele A1, A2, ..., C3. Atunci avem by +a; +as+

as = a;+as+az+bs, de unde by = bs. Analog obtinem ca a; = as, ¢; = ¢3, a1 = ¢y,
as = co s1 ag = c3. Avem de asemenea ca by + by + b + az = az + as + by + co, de
unde by 4+ b3 = as + 3. Cum ag = ¢y §i by = b3, rezulta ca ay = co = by = by o
Avemgi a; = az = C3 = C n&t.y. in ﬁne, din b1+b2+b3+a3:a1—|—a2+a3+b3
rezulta b; + by = a1 + ao adica x + by = y + x, de unde by = y. Prin urmare
toate patratele negre ale tablei de sah trebuie sa contina o aceeasi cifra si toate
patratele albe trebuie sa contina o aceeasi cifra, nu neaparat diferita de cea aflata
in patratele negre. In plus, orice grup de patru patratele care constituie drumul
unui cal contine doua patratele albe si doua negre, deci suma va fi aceeasi pentru
orice asemenea grup. Cifra din patratele negre poate fi aleasa in 10 moduri (sunt
10 cifre), iar cea din patratele albe tot in 10 feluri. Prin urmare, din principiul
produsului, sunt 10 - 10 = 100 de completari convenabile ale patratelor tablei de
sah.



