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Problema 1. Se considera multimea cu patru elemente A = {4, 15, 24, m}, unde
m € N. Aratati ca exista n, p € A, n # p, astfel incat numarul n + p — 3 nu este
patrat perfect.

Lucian Dragomir, lista scurta, O.N.M. 2008

Solutie: Observam ca 4 + 15 — 3, 4+ 24 — 3 si 15 + 24 — 3 sunt patrate perfecte.
Presupunem, prin reducere la absurd, ca si pentru celelalte perechi de numere
diferite din A suma din enunt, este patrat perfect, adica exista a, b, ¢ € N astfel

incat
4+ m—3=ad a®>=m+1
15+ m — 3 =05b> sau, echivalent, ¥=m+12 ;
244+m—3=¢ A =m+21

de aici rezultd imediat b? — a® = 11 si ¢ — b? = 9. Din prima din aceste ecuatii
rezultd (b —a)(b+a) =11 adicab—a =1gi b+ a = 11, de unde b = 6, a = 5.
Dar din a doua ecuatie ¢? = 9 4 b* = 45, contradictie. (De altfel, b = 6 conduce la
m = 24, ceea ce nu convine).

Observatie: De fapt nicicare doua dintre relatiile a®> = m + 1, b* = m + 12,
¢? = m+21 nu pot avea loc simultan pentru ca cele doua ar implicam € {4, 15, 24}
ceea ce nu convine.

Exista insd o (unica) valoare intreaga a lui m pentru care au loc simultan doua
dintre relatiile de mai sus: m = —12.

Alte solutii primite de la concurenti:

Solutia 2: ([ulia Rebreanu)

Un patrat perfect poate da la impartirea cu 7 numai unul dintre resturile 0, 1, 2 sau
4. Pentru fiecare din cazurile m = M7, m = M7+ 1,..., m = M7 + 6 se verifica
usor ca cel putin unul dintre numerele m+4—3, m+15—3 si m+24 — 3 nu da nici-
unul din resturile 0, 1, 2 sau 4 la impartirea cu 7, prin urmare nu este patrat perfect.

Solutia 3: (Stefan Dominte, Andrei Grigoras, Stefania Ligia Jianu, asemanatoare
cu Solutia 2, dar modulo 8)

Un patrat perfect poate da la impartirea cu 8 numai unul dintre resturile 0, 1 sau
4. Pentru fiecare din cazurile m = M8, m = M8+ 1,..., m = M8+ 7 se verifica
ugor ca cel putin unul dintre numerele m +4 — 3, m + 15— 3 si m + 24 — 3 nu
da niciunul din resturile 0, 1 sau 4 la impartirea cu 8, prin urmare nu este patrat
perfect.

(Putem evita analizarea cazurilor observand ca m + 15 — 3 gi m + 24 — 3 dau la
impartirea cu 8 resturi consecutive. Ca sa fie patrate perfecte ar trebui ca aceste
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resturi sa fie 0 si 1, adica m = M8 + 4, caz In care insa m +4 — 3 = M8+ 5 nu
poate fi patrat perfect.)

Problema 2. Fie un triunghi ABC (AB < AC), A; si D intersectiile inaltimii,
respectiv bisectoarei din A cu BC'. Fie B; proiectia lui B pe AD si C proiectia
lui D pe AC. Aratati ca punctele Ay, By, C; sunt coliniare.

din cartea Probleme calitative de geometrie plana, de Maria Elena Panaitopol si
Laurentiu Panaitopol!

Solutia 1: Patrulaterul ABA;B; este inscris in cercul de diametru [AB], iar pa-
trulaterul AA; DC este inscris in cercul de diametru [AD], deci m(£ByA;D) =
m(£BAD) = m(£DAC) = m(£C1 A, D) de unde rezulta concluzia.

Solutia 2: Fie {M} = BB; N DC;. Deoarece ZABB, = ZADM (complementare
cu unghiurile congruente ZBAD, respectiv ZDAC), patrulaterul ABDM este in-
scriptibil. Atunci, conform teoremei lui Simson, proiectiile lui A pe dreptele su-
port ale laturilor triunghiului BDM sunt coliniare. Aceste proiectii sunt chiar

Al) B17 Cl-

O

By M

Problema 3. Aratati ca daca a si b sunt numere naturale nenule cu proprietatea

a" divide b"*! pentru orice n € N, atunci a divide b.
k k%

Solutia 1: (data de Alexandru Mihalcu, Paul Cristian lacob, Stefania Sabou i
Andreea Rotaru)

I'Editura Gil, 1996



Fie d = (a,b) si z,y € N astfel incat a = dx, b = dy, (v,y) = 1. Din a™ | 0",
Vn, rezulta d"z™ | d"Tly"t Vn, adicd 2" | dy™™!, VYn. Cum insd (x,y) = 1, de
aici rezulta 2" | d, Vn, adica 2™ < d, ¥n. Deoarece orice numar natural = > 1 are
puteri oricat de mari, adica si puteri mai mari decat d, obtinem ca x = 1, adica

a=d, decia | b.

Solutia 2: Daca @ = 1 afirmatia din enunt este evidenta. In continuare pre-
supunem a > 2. Din a | b* rezultd ci orice factor prim al lui a este si factor prim
al lui b. Mai ramane sa aratam ca, pentru orice factor prim p al lui a, exponentul
lui p din descompunerea in factori primi a lui a este mai mic sau egal decat expo-
nentul lui p din descompunerea in factori primi a lui b. Fie p un factor prim al lui
a, o exponentul lui p din descompunerea in factori primi a lui a si 8 exponentul

lui p din descompunerea in factori primi a lui b. Din o™ | b"* Vn € N rezulta
1 — 1
an < B(n +1), ¥n € N, adici % <TG scazand 1, O‘Tf < - V¥neN.
n
g

a—f

naturale oricat de mari). Prin urmare a < 3, ceea ce trebuia demonstrat.

Daca a > (3, ar rezulta n < , Vn € N ceea ce este absurd (exista numere

Problema 4. Se considera patratul ABCD si punctele M € (AB), P € (BC)
astfel Incat
AM = CP. Cercul de diametru [DP] intersecteaza (C'M) in punctul S.
Aratati ca MS 1 BS.
Manuela Prajea

Solutie: Ducem BS’ 1. MC, S" € MC si demonstram ca S” este pe cercul de
diametru [DP], deci coincide cu S, de unde va rezulta concluzia.

Pentru aceasta, prelungim BS’ i consideram {T} = ADN BS’. Unghiurile /T BA
si ZBCM sunt congruente deoarece au acelasi complement, Z/BMC'. Atunci tri-
unghiurile ABT si BC'M sunt congruente (cateta-unghi), deci AT = BM, de unde
DT = AM = CP. Rezulta ca patrulaterul C DT P este dreptunghi, deci cercul de
diametru [DP] coincide cu cercul de diametru [CT]. Dar, cum m(£LTS'C) = 90°,
S’ apartine acestui cerc, deci coincide cu S. Prin urmare, M.S 1 BS.
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