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Problema 1. Un numar natural se numeste grozav daca el este mai mic decat
orice alt numar natural care are aceeasi suma a cifrelor. Cate numere de trei cifre
sunt grozave?

Olimpiada Cehia, 2011

Solutie:

Un numar de trei cifre are suma cifrelor cuprinsa intre 1 gi 27. Daca suma cifrelor
este mai micd sau egala cu 18, atunci exista gi un numéar de doua cifre, agadar
mai mic, care are aceeasi suma a cifrelor, deci numarul de trei cifre nu este grozav.
Numerele grozave de trei cifre au suma cifrelor cuprinsa intre 19 gi 27. Ele sunt:
199 (pentru suma cifrelor 19), 299 (pentru suma cifrelor 20), s.a.m.d., 999 (pentru
suma cifrelor 27). Agsadar sunt 9 numere grozave de 3 cifre.

Problma 2. Determinati numerele naturale a si b pentru care ecuatia
|ax +b|+|ax—b|=100

are exact trei solutii in mulfimea numerelor intregi.
Andrer Eckstein

Solutie: Dacid a = 0 ecuatia devine 2b = 100 care are o infinitate de solutii intregi
dacd b = 50 si niciuna daca b # 50. In continuare presupunem ca a # 0.

b 50 b
e Daca r < —— < 0, ecuatia revine la —2ax = 100, adica r = —— < —— daca
a a a
b < 50, deci in acest caz ecuatia are cel mult o solutie.
b 50 b
e La fel, daca x > — > 0, ecuatia revine la 2ax = 100, adica * = — > — daca
a a
b < 50, deci si in acest caz ecuatia are cel mult o solutie.
. b b
e In fine, in cazul z € {—— —} , ecuatia revine la 2b = 100, adica b = 50, care este
a a
e e . b
verificata de orice x € |—— —|.
a a

Deoarece in celelalte cazuri nu se obtin decat cel mult doua solutii, trebuie ca si
in acest caz sa avem cel putin o solutie, prin urmare este necesar ca b = 50. In
acest caz solutiile gasite in cazurile precedente nu convin (trebuia b < 50), deci

b
multimea solutiilor intregi ale ecuatiei este [—— —} N Z, unde b = 50. Pentru ca
a a

aceasta multime sa aiba exact 3 elemente trebuie ca 1 < — < 2, adica 25 < a < 50.
a

Intr-adevar, pentru a € {26,27,...,50} i b = 50, ecuatia din enunt are trei solutii
intregi: —1, 0 g1 1.
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Problema 3. Determinati numerele intregi n pentru care existd numere prime p
si g astfel incat
p(p+1) —q(g+2)=n(n+3).

. Adriana si Lucian Dragomir
Solutie:

Deoarece p(p+ 1) si n(n+ 3) sunt numere pare, rezulta ci si ¢(q+ 2) este par, deci
q este par. Fiind gi prim, rezultd ¢ = 2. Ajungem astfel la p(p+1) — 8 = n(n + 3).
Inmultim aceastd ecuatie cu 4 gi o scriem (4p? +4p+1)—1—-32 = (4n>+12n+9)—9,
adica (2p+1)% — (2n+3)? = 24. Obtinem ca (2p+1+2n+3)(2p+1—2n—3) = 24,
sau (p+n+2)(p—n—1) = 6. Cei doi factori trebuie si aiba acelagi semn gi suma
2p 4+ 1 > 0, deci ei trebuie sa fie pozitivi. Avem patru variante:
Lp+n+2=1,p—n—1=6 care conduce la p =3 (prim) gi n = —4;
Il.p+n+2=6,p—n—1=1 care conduce la p = 3 (prim) gi n = 1;
I.p+n+2=2,p—n—1=3 care conduce la p =2 (prim) gi n = —2;
IV.p+n+2=3,p—n—1=2 care conduce la p =2 (prim) si n = —1.

Asadar numerele cautate sunt n = —4, n= -2, n=—1gin=1.

Problema 4. Pe segmentul [AD] de lungime 90 cm se considerd punctele B si C
astfel incat AB = BC' = CD. Tangenta din A la cercul de diametru [C'D] inter-
secteaza cercul de diametru [BC] in punctele E gi F'. Aflati lungimea segmentului

. Concurs AHSMFE, SUA, 1982, enunt modificat
Solutie:

Fie M, N mijloacele segmentelor [BC], respectiv [C'D], G punctul de tangenta
al tangentei din A la cercul de diametru [CD] si H mijlocul lui [E'F]. Atunci
NG 1 AG (raza este perpendiculara pe tangenta) si M H 1 AG (perpendiculara

din centrul cercului cade in mijlocul coardei). Asadar avem MH || NG, de unde

MH AM .. MH 45 . B
NC — AN adici 5 = Deducem ca M H = 9cm.

Apoi, din triunghiul dreptunghic M HE, cu teorema lui Pitagora, avem HE? =
ME? — MH? =152 — 9% = 144, deci HE = 12cm. Rezultd ca EF = 24 cm.
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