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Problema 1. Aflati numerele prime p pentru care numarul p? 4 11 are exact 6
divizori pozitivi distincti.
Olimpiada Rusia, 2005

Solutie:

Orice numar prim p mai mare ca 3 este de forma p = 6k & 1, caz in care p? + 11 =
(6k 4+ 1)% + 11 = 36k* & 12k + 12 este divizibil cu 12, deci are cel putin divizorii
1, 2, 3, 4, 6, 12. Fiind totodata mai mare strict decat 12, un asemenea numar nu
poate avea exact 6 divizori pozitivi.

Raman de studiat cazurile p = 2 si p = 3. Pentru p = 2 avem p? + 11 = 15 care
are numai 4 divizori, iar pentru p = 3 avem p* + 11 = 20 = 22 - 5 care convine.
Asadar p = 3 este singurul numar prim cu proprietatea din enunt,.

Problema 2. a) Aflati valoarea maxima a expresiei x* — zy +y* cand x,y € [0, 1].
Pentru ce valori ale lui x si y se atinge aceasta valoare maxima?

b) Aflati valoarea maximé a expresiei % +y%+ 2% —ay—yz—zz cand z,y, z € [0, 1].
Pentru ce valori ale lui x, y si z se atinge aceasta valoare maxima?

X ok X

Solutia 1: a) Din motive de simetrie putem presupune x > y. Atunci z2

—xy +

yv? = yly —z) + 2% < 2% < 1, cu egalitate dacd x = 1 si y(y — x) = 0 adica
y € {0,1}. Asgadar, renuntand la conditia x > y, deducem ca valoarea maxima
este 1 si se atinge cand (x,y) € {(0,1),(1,0),(1,1)}.
b) Putem presupune z < y < z. Atunci 2® + y? + 2?2 —ay — yz — 20 =
> —zy+yi+z2(z—x—y) < a*—zy+y* <1, cu egalitate dacd 2 = 0 i
(z,y) € {(0,1),(1,1)}. Asadar, conform punctului a), maximul este 1 si se atinge
daca z,y,z € {0,1}, z,y, z nu toate trei egale.

Solutia 2: (cu interpretare grafica)

a) Din motive de simetrie putem presupune = < y.
Atunci 2?2 — zy + y* = y(y — z) + 22 Primul termen
reprezinta aria dreptunghiului albastru din figura, iar cel Y
de-al doilea termen reprezinta aria patratului rogu. Evi-
dent, suma celor doua arii este cel mult 1 (aria patratului

—_—

de latura 1). Pentru ca suma celor doua arii sa fie xr
maxima, adica 1, trebuie ca zona alba din interiorul 0
patratului sa nu existe (adica y = 1) si aria dreptun- 0 y 1

ghiului verde sa fie tot 0, adica fie y — x = 0, fie x = 0.
Obtinem in acest caz (x < y) variantele x = 0, y = 1 si x = y = 1. In final,
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maximul cautat este 1 si se atinge pentru perechile (z,y) € {(0,1),(1,0),(1,1)}.
b) Putem presupune x <y < z. Rescriem expresia
Pyt —ay—yr -z = (z—2)(y—2)+ (2 —y)*
Primul termen reprezinta aria dreptunghiului albastru
din figura, iar cel de-al doilea termen reprezinta aria
patratului rosu. Evident, suma celor doua arii este cel
mult 1 (aria patratului de latura 1). Pentru ca suma
celor doua arii sa fie maxima, adica 1, trebuie ca zona
alba din interiorul patratului sa nu existe, zona verde sa 0 1 y oz 1
nu existe gi zona mov sa nu existe.
Pentru ca zona alba sa nu existe trebuie z = 1. Pentru ca zona verde sa nu existe
trebuie x = 0, iar pentru ca zona mov sa nu existe trebuie ca (z — y)(y —x) = 0,
adica y = z = 1 sau y = x = 0. Prin urmare maximul este 1 gi este atins in acest
caz in doua variante: (x,y,z) = (0,0,1) si (z,y,2) = (0,1, 1). In final, renuntand
la conditia z < y < z, maximul este atins pentru z,y,z € {0,1}, nu toate trei
egale (6 solutii).

Problema 3. Doua armate, A si B, sunt angajate intr-un razboi cu un numar
total de 1000 de soldati. Cele doua armate se ataca alternativ. La orice atac,
fiecare soldat viu al armatei care ataca impusca un soldat din armata adversa.
(Soldati diferiti impusca soldati diferiti, iar soldatii impusgcati nu mai participa in
continuare la razboi.) Réazboiul s-a incheiat (nu neaparat prin eliminarea uneia
dintre parti) dupa trei atacuri: mai intai a atacat A, apoi B si la sfargit din nou
A. Care este cel mai mic numar posibil de supravietuitori?

Concursul Naboj, Cehia si Slovacia, 2011

Solutie:

Pentru ca de fiecare data soldatii din armata care ataca sa poata impusca soldati
diferiti trebuie ca armata care ataca sa aiba mereu cel mult la fel de multi soldati
ca gi armata opusa.

Daca armata A are n soldati iar armata B are 1000 — n soldati, trebuie ca n < 500.
Dupa primul atac al armatei A in armata B vor ramane 1000 — 2n soldati.
Armata B, care a ramas cu 1000 — 2n soldati, ataca armata A care are n soldati,
deci, potrivit observatiei de la inceput, trebuie ca 1000 — 2n < n, adica n > 334.
Armata A va ramane cu n — (1000 — 2n) = 3n — 1000 soldati.

Armata A, cu 3n — 1000 soldati, ataca armata B, care numara 1000 — 2n soldati.
Trebuie agadar ca 3n — 1000 < 1000 — 2n, adica n < 400. Dupa atac, din armata
B raman 1000 — 2n — (3n — 1000) = 2000 — 5n supravietuitori.

Numarul total de supravietuitori este (3n — 1000) + (2000 — 5n) = 1000 — 2n care
este minim atunci cand n este maxim, adica pentru n = 400.

In acest caz razboiul va fi supravietuit de 200 de soldat;i.

intr—adevér, daca A are 400 de soldati care ataca armata B care are 600, dupa
primul atac armata B ramane cu 200 de soldati; la al doilea atac armata A ramane



si ea cu 200 de soldati care, la cel de-al treilea atac, lichideaza toata armata B.
Supravietuiesc astfel 200 de soldati din armata A.

Problema 4. Fie M un punct in interiorul patratului ABC'D astfel incat
m(£DCM) =m(£LMAC) = 25°. Aflati masura unghiului ABM.

Concursul KoMaL, decembrie 2008 !

Solutia 1: (solutia oficiala din K6Mal.)

Evident m(LACM) = 45° — m(£LDCM) = 20°, astfel ca m(LAMC) = 135°.
Cercul cu centrul in B si raza AB intersecteaza semidreapta (M B intr-un punct
N. Arcul AC are masura de 90°, deci m(LANC) = 45° = 180° — m(LAMC),
de unde rezulta ca patrulaterul ANCM este inscriptibil si deci m(ZABM) =
2m(LANM) = 2m(LACM) = 40°.

D [

Varianta: Se considera N simetricul lui A fata de B. Ca la solutia de mai sus
rezultd ca ANC'M este inscriptibil, de unde m(ZAMN) = m(LACN) = 90°, deci
[M B] este mediana in triunghiul dreptunghic AM N. Atunci triunghiul ABM este
isoscel, cu m(ZLBAM) = 70°, de unde rezulta imediat concluzia.

Solutia 2:

Fie M’ in interiorul patratului astfel incat BM' = AB si m(LABM') = 40°.
Din triunghiurile isoscele ABM' si BC'M’ obtinem imediat ca m(£LBAM') = 70°,
m(£LBCM') = 65°, deci m(£LDCM') = m(£LM'AC) = 25°. Deducem ca punctele
M si M' coincid, deci m(ZLABM) = 40°.

Comentariu: O astfel de solutie ne poate trece prin cap numai dupa ce ,,ghicim”
ca raspunsul este 40°. Acest fapt poate fi facut usor realizand o figura exacta si
citind cu raportorul masura unghiului cerut.

Solutia 3:
Fie [BR si [BS bisectoarele unghiurilor ZM BA, respectiv ZMBC, cu R € AM,
S € MC. Ca mai sus se arata imediat ca m(ZLAMC) = 135°. Cum m(ZRBS) =
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45°, patrulaterul RM S B este inscriptibil. Notand m(ZABR) = m(£LMBR) = z si
m(£LMBS) = m(£SBC) =y, obtinem ca m(ZLMSR) = x si m(£LMRS) = y. Din
R AB (B

RM ~ BM ~ BM  SM’
lui Thales, RS || AC. Rezulta cax = 20° (siy = 25°), deci m(LABM) = 2z = 40°.

deci, conform reciprocei teoremei

teorema bisectoarei,

M

Solutia 4: (Patrick Dumitrescu)

Fie {R} = BDN MC. Cum BD este mediatoarea lui [AC], triunghiul RAC' este
isoscel, deci m(ZRAC) = m(£ZRCA) = 20°. Din triunghiul M AC' rezulta imediat
i m(LAMC) = 135°, deci m(ZAMR) + m(ZABR) = 135° + 45° = 180°. Prin
urmare patrulaterul AM RB este inscriptibil, de unde m(ZABM) = m(£LARM) =
180° — m(LARC) = m(£LRAC) + m(LRCA) = 40°.



