
Problema 1. Care este cel mai mare num«r natural par care nu se poate scrie ca
suma a dou« numere compuse impare?

Concurs SUA, 1984

Solut�ia 1:

Observ«m c« pentru orice k ∈ N, num«rul 6k + 9 = 3(2k + 3) este un num«r com-
pus impar. Un num«r par n poate da la��mp«rt�irea cu 6 unul dintre resturile: 0, 2, 4.

Dac« n = 6m, m ∈ N cu m ≥ 3, putem scrie n = 6m =
(
6(m− 3) + 9

)
+ 9 adic«

sub forma unei sume de dou« numere compuse impare. Despre celelalte numere de
aceast« form«, anume 0, 6 �si 12, se verific« prin ��ncerc«ri c« nu se scriu ca suma
a dou« numere compuse impare (cel mai mic num«r compus impar fiind 9, acest
lucru este evident).
Dac« n = 6m+2, m ∈ N cu m ≥ 7, putem scrie n = 6m+2 =

(
6(m− 7)+9

)
+35

adic« sub forma unei sume de dou« numere compuse impare. Despre celelalte nu-
mere de aceast« form«, anume 2, 8, 14, 20, 26, 32 �si 38, se verific« prin ��ncerc«ri
c« nu se scriu ca suma a dou« numere compuse impare.
Dac« n = 6m+4, m ∈ N cu m ≥ 5, putem scrie n = 6m+4 =

(
6(m− 5)+9

)
+25

adic« sub forma unei sume de dou« numere compuse impare. Despre celelalte nu-
mere de aceast« form«, anume 4, 10, 16, 22, �si 28, se verific« prin ��ncerc«ri c« nu
se scriu ca suma a dou« numere compuse impare.
A�sadar numerele naturale pare care nu se scriu ca sum« de dou« numere compuse
impare sunt: 0,2,4,6,8,10,12,14,16,20,22,26,28,32 �si 38, ultimul fiind num«rul c«u-
tat.

Solut�ia 2:

Observ«m c« orice num«r de forma 5(2k + 1), k ∈ N∗ este compus �si impar. Un
num«r par n poate avea ultima cifr«, u(n), 0,2,4,6 sau 8.
Dac« u(n) = 0 �si n ≥ 30 atunci n = 10m cu m ∈ N, m ≥ 3, deci n = 10m =
15+(10m−15) = 15+5(2m−3) e sum« de dou« numere compuse impare. Despre
celelalte numere de aceast« form«, anume 0, 10 �si 20, se verific« prin ��ncerc«ri c«
nu se scriu ca suma a dou« numere compuse impare.
Dac« u(n) = 2 �si n ≥ 42 atunci n = 10m+2 cu m ∈ N, m ≥ 4, deci n = 10m+2 =
27+(10m−25) = 27+5(2m−5) e sum« de dou« numere compuse impare. Despre
celelalte numere de aceast« form«, anume 2, 12, 22 �si 32, se verific« prin ��ncerc«ri
c« nu se scriu ca suma a dou« numere compuse impare.
Dac« u(n) = 4 �si n ≥ 24 atunci n = 10m+4 cu m ∈ N, m ≥ 2, deci n = 10m+4 =
9 + (10m − 5) = 9 + 5(2m − 1) e sum« de dou« numere compuse impare. Despre
celelalte numere de aceast« form«, anume 4 �si 14, se verific« prin ��ncerc«ri c« nu
se scriu ca suma a dou« numere compuse impare.
Dac« u(n) = 6 �si n ≥ 36 atunci n = 10m+6 cu m ∈ N, m ≥ 3, deci n = 10m+6 =
21+(10m−15) = 21+5(2m−3) e sum« de dou« numere compuse impare. Despre



celelalte numere de aceast« form«, anume 6, 16, �si 26, se verific« prin ��ncerc«ri c«
nu se scriu ca suma a dou« numere compuse impare.
Dac« u(n) = 8 �si n ≥ 48 atunci n = 10m+8 cu m ∈ N, m ≥ 4, deci n = 10m+8 =
33+(10m−25) = 33+5(2m−5) e sum« de dou« numere compuse impare. Despre
celelalte numere de aceast« form«, anume 8, 18, 28 �si 38, se verific« prin ��ncerc«ri
c« nu se scriu ca suma a dou« numere compuse impare.
Din nou, examin¥nd lista numerelor pare care nu se scriu ca suma a dou« numere
compuse impare, g«sim c« 38 este cel mai mare num«r cu aceast« proprietate.

Problema 2. Un dreptunghi 2010× 1000 este ��mp«rt�it ��n p«tr«t�ele unitate. Con-
struim una din diagonalele dreptunghiului. C¥te p«tr«t�ele unitate traverseaz« di-
agonala?
(P«tr«t�elele care au un singur punct comun cu diagonala nu vor fi num«rate.)

∗ ∗ ∗

Solut�ie :

S« presupunem c« diagonala une�ste colt�ul din st¥nga jos al dreptunghiului cu colt�ul
din dreapta sus �si c« parcurgem aceast« diagonal« pornind din colt�ul din st¥nga
jos. Fie A mult�imea p«tratelor unitate pe care diagonala le traverseaz« �si pe care le
p«r«se�ste prin latura de sus a acestora, iar B mult�imea p«tratelor unitate pe care
diagonala le traverseaz« �si pe care le p«r«se�ste prin latura din dreapta a acestora.
Num«rul c«utat este Card(A ∪B) = CardA+ CardB − Card(A ∩B).
�In drumul ei, diagonala va traversa 2010 linii orizontale, deci va p«r«si 2010 p«trate
unitate prin latura de sus a acestora. A�sadar CardA = 2010. (Fiecare traversare a
unei linii orizontale corespunde unei schimb«ri de p«tr«t�el.) Similar, �in drumul ei,
diagonala va traversa 1000 de linii verticale, deci va p«r«si 1000 de p«trate unitate
prin latura din dreapta a acestora. A�sadar CardB = 1000.
Mai trebuie s« evalu«m Card(A ∩ B). A ∩ B reprezint« mult�imea p«tratelor uni-
tate pe care diagonala le p«r«se�ste prin colt�ul din dreapta sus al acestora. Dac«
diagonala traverseaz« simultan linia orizontal« cu num«rul n �si linia vertical« cu
num«rul m atunci avem (din teorema fundamental« a asem«n«rii) c«

n

2010
=

m

1000
.

Deducem c« 100n = 201m �si, cum (100, 201) = 1, rezult«m = 100k, apoi n = 201k.
Deoarece 0 < n ≤ 2010 �si 0 < m ≤ 1000, deducem c« k ∈ {1, 2, ..., 10}, deci
sunt 10 p«trate pe care diagonala le p«r«se�ste prin colt�ul din dreapta sus. A�sadar
Card(A ∩B) = 10 �si Card(A ∪B) = 2010 + 1000− 10 = 3000.
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Problema 3. Aflat�i cea mai mare valoare a lui k pentru care num«rul 311 se poate
scrie ca o sum« de k numere naturale consecutive.

Concurs SUA, 1987

Solut�ie :

Dac« not«m cu n cel mai mic dintre cele k numere, trebuie ca

n+ (n+ 1) + (n+ 2) + ...+ (n+ k − 1) = 311,

adic« (n+ n+ n+ ...+ n)︸ ︷︷ ︸
k termeni

+
(
1+2+3+...+(k−1)

)
= 311, sau kn+

(k − 1)k

2
= 311,

adic« k(2n+ k − 1) = 2 · 311.
Dac« k este par atunci k = 2 ·3m �si 2n+k−1 = 311−m. Cum k < 2n+k−1, rezult«

m ≤ 5, deci cel mai mare k par este 2 · 35 = 486. (�In acest caz n =
35 + 1

2
= 122.)

Dac« k este impar atunci k = 3m �si 2n + k − 1 = 2 · 311−m. Cum k < 2n + k − 1,
rezult« m ≤ 5, deci cel mai mare k impar este k = 35 = 243. (�In acest caz

n =
5 · 35 + 1

2
= 608.)

Compar¥nd valorile g«site �in cele dou« cazuri, vedem c« cel mai mare k cu propri-
etatea cerut« este k = 486.
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