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Problema 1. Daca z,y, z sunt numere reale pozitive astfel ca

x2+:vy_y2—|—yz_z2—|—za:

Y

Y z x
aratati ca r =y = 2.

Manuela Prajea

Solutia 1: Putem presupune, fara a restrange generalitatea, ca © > y si © > z.
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Y > 2x, iar

Y x

supunerea initiala, r = z. Atunci avem

Atunci < 2z. Deducem ca 2z > 2z, de unde, cu pre-
?+xy 2z

Yy T

=2z, de unde x = y si

concluzia.

Solutia 2: In functie de relatia de ordine dintre x,y, 2z distingem gase cazuri:

x z A
Cazul I.: daca z <y < zatunci — <1 < —sgiz+y < x+ z Inmultind ter-
Y x

men cu termen aceste doua inegalitati (termenii sunt numere pozitive), obtinem
2 2
7+ Y < z2°+zx
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deci gi in inegalitatile pe care le-am inmultit. Rezulta agsadar — = 1 = —, adica
x

Conform enuntului, avem egalitate in aceasta inegalitate,

rT=y=2z.
Analog se trateaza cazurile II. y < z <z si IIl. z <z < y.

Cazul IV.: daca z < z < y atunci il <1< L sizt+y < y+ 2. inmul'gind
Y z

2 + xy - v+ yz
Y o z
avem egalitate in aceasta inegalitate, deci si In inegalitatile pe care le-am inmultit.

termen cu termen aceste doua inegalitati, obtinem . Trebuie sa

Rezulta agadar o= g, adica r =y = 2.
Yy z

Analog se trateaza cazurile V. y < x <z VI. z <y < z.
Asadar in toate cazurile rezulta © =y = 2.

Problema 2. Se considera trei patrate ABCD, BCEF si EFGH.
Aratati ca m(ZEDF) +m(£LHDG) = 45°.

Concursul interjudetean ,, Traian Lalescu”, Deva, 1986

Solutie: Notand cu a lungimea laturilor patratelor, cu ajutorul teoremei lui
Pitagora, gisim cd DB = av/2, BF = a, DF = a\/5, DE = 2a, EG = aV/2,
DG = av/10 i intrucat

DB BF DF /2
DE EG DG 2’
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triunghiurile DBF i DEG sunt asemenea. De aici m(ZHDG) = m(£LBDF),
asadar m(ZEDF) +m(ZHDG) = m(£LEDF) +m(£BDF) = 45°.
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Problema 3. Numerele 1,2,3,...,100 de pe axa numerelor sunt capetele a 50 de
segmente, fiecare din numerele 1, 2, 3, ..., 100 fiind capat pentru unul din segmente.

Demonstrati ca printre cele 50 de segmente exista fie doua de lungimi egale, fie
doua care au suma lungimilor egala cu 100.

Revista Kvant, prelucrare

Solutie:

Presupunem ca ar fi posibil ca printre cele 50 de segmente sa nu fie nici segmente
de aceeasi lungime, nici segmente cu suma lungimilor 100. Lungimile posibile de
segmente sunt 1,2,3,...,99. impér’gim segmentele In multimi astfel:

A; =multimea segmentelor de lungime 1 sau 99;

As =multimea segmentelor de lungime 2 sau 98;

Az =multimea segmentelor de lungime 3 sau 97;

A9 =multimea segmentelor de lungime 49 sau 51;

Aso = multimea segmentelor de lungime 50.

Daca am avea doua din cele 50 de segmente intr-o aceeasi multime atunci aceste
doua segmente ar avea fie aceeasi lungime, fie suma lungimilor egala cu 100, ceea
ce ar contrazice presupunerea facuta la inceput. Trebuie asadar sa avem exact un
segment in fiecare multime. Deoarece multimile Ay, A3, As, ..., Ayg contin seg-
mente de lungime impara, in vreme ce multimile Ay, Ay, Ag, ..., Aso contin numai
segmente de lungime para, printre cele 50 de segmente vor fi 25 cu lungima impara
si 25 cu lungimea para.

Sa examinam acum paritatea capetelor unui segment de lungime para, respectiv
impara. Un segment de lungime para are capetele de aceeasi paritate, in vreme
ce un segment de lungime impara are capetele de paritati diferite. Asadar cele
25 de segmente de lungime impara folosesc 25 de numere pare si 25 de numere
impare, urmand ca celelalte 25 de numere pare si celelalte 25 de numere impare
sa fie folosite la segmentele de lungime para. Dar 25 de numere pare nu pot fi
legate folosind numai segmente de lungime para, deci presupunerea initiala duce



la o contradictie, prin urmare ea este falsa.

Problema 4. Vom numi un numar natural n fidel daca exista numere naturale
a<b<castfelincat a |b, b|csin=a+b+c.
Determinati multimea numerelor naturale care nu sunt fidele.

Olimpiada India, 2011 (enunt modificat)

Solutie: (Dan Schwarz)

Daca n este impar, n =2k +1=1+2+42(k—1), deci n = 2k + 1 este fidel pentru
orice k > 3.

24 = 16 este fidel deoarece 16 =1+ 3 +12 =1+ 5+ 10.

Daca un numar natural n este fidel, atunci este clar ca orice multiplu al lui n este
de asemenea fidel: mn = m(a + b+ ¢) = ma + mb + me.

Prin urmare singurele numere care ar putea sa nu fie fidele sunt cele de forma

n =22k +1) cule€{0,1,2,3} si k € {0,1,2}, adica
ne{l,2,3,4,5,6,8,10,12,20,24,40}. Cum insa 10 = 1+3+6 este fidel, la fel sunt
si 20 gi 40. Deoarece orice numar fideln > 142+ 4 =7, rezulta ca 1,2,3,4,5,6
nu sunt fidele. Raman in dubiu 8, 12 si 24 pentru care o simpla verificare arata ca
ele nu sunt fidele.



