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Problema 1. Numerele reale a, b, c, d verifica relatiile a?+b% = ¢?4-d? si ac+bd = 0.
Ce valori poate lua expresia ab + cd?

Concursul Arany Ddniel, Ungaria, 2008

Solutia 1: (oficiala, din cadrul concursului)

(a® + b*)(ab + cd) = (a* + b*)ab + (a* + b*)ed = (* + d?)ab + (a® + b*)ed =
abc® + abd* + cda? + cdb* = be(ac + bd) + ad(ac + bd) = bc- 0+ ad - 0 = 0.

Daci a® + b* = 0 atunci a = b = 0, deci ab + cd = 0. Daci a® + b? # 0 rezulta
ab + cd = 0, deci singura valoare posibila este 0.

Aceasta valoare este Intr-adevar posibila, ea se obtine de exemplu pentru a = b =
¢ = d =0, deci multimea valorilor expresiei ab + cd este {0}.

Solutia 2:

Daca b = 0 atunci ac = 0, deci a = 0 sau ¢ = 0.

Daca a = b = 0 atunci din ¢ + d? = 0 rezultd ¢ = d = 0, deci ab + cd = 0.
Daca a = ¢ = 0 atunci iarasi ab + c¢d = 0.

ac

Daca b # 0 atunci d = Y si relatia a? + b? = % + d? se rescrie succesiv
2 2

a? + b = A2 + ab—s adicd bv?(a* + 0?) = *(a* + ). Cum a® +0* > b* > 0,

rezultd b2 = ¢2, apoi a?> = d?. Deducem c& b = +c si a = Fd, de unde ab = —cd,

deci ab + cd = 0.
Aceasta valoare este Intr-adevar posibila, ea se obtine de exemplu pentru a = b =
¢ = d = 0, deci multimea valorilor expresiei ab + cd este {0}.

Observatie:

In clasa a [X-a, cand veti face vectori, veti intelege mai bine ce spune problema
asta:

Vectorii 1 (a,b) si ¥ (c,d) au aceeasi normé si produsul lor scalar este 0, adici
ei sunt ortogonali. Atunci rotindu-1 pe U cu 90° (fie in sens trigonometric, fie in
sensul acelor de ceasornic), vom obtine vectorul . Dupa rotatie, in functie de
sens, vectorul @ (a,b) devine W (£b, Fa), de unde rezulti concluzia, ca in Solutia 2.

Problema 2. Aratati ca daca x si y sunt numere reale pozitive cu suma 1, atunci

1 1
(1+_) <1+—) >0
T Y
Olimpiada Canada, 1971

Solutie: Inegalitatea din enunt se scrie echivalent (x + 1)(y + 1) > 9zy, apoi,
folosind conditia 1 = z+y, ea se scrie (2z+y)(2y+x) > 9y, adica 222 +5ry+2y* >
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92y, sau 2(z — y)? > 0, inegalitate evident adevarata.
) 1

Egalitatea are loc daca r =y = 7

Problema 3. Fiecare numar natural nenul trebuie colorat fie cu rosu, fie cu verde,

astfel incat sa fie respectate urmatoarele conditii:

e suma oricaror trei numere rosii, nu neaparat distincte, este un numar rosu;

e suma oricaror trei numere verzi, nu neaparat distincte, este un numar verde;

e exista atat numere rosii cat si numere verzi.

Determinati toate colorarile posibile. Justificati raspunsul.

Olimpiada Germania, 2007, runda 1

Solutie:
Vom demonstra ca exista doua colorari posibile: numerele pare se coloreaza cu
rosu, cele impare cu verde, sau invers.

Sa observam mai intai ca ambele colorari amintite mai sus satisfac cele trei conditii
din enunt (suma a trei numere pare este un numar par, iar suma a trei numere
impare este un numar impar).

Reciproc, sa demonstram ca acestea sunt singurele colorari posibile.

Sa presupunem ca 1 este rogu. Atunci 3 = 1+1+1 este tot rosu, apoi 5 =3+1+1
este rosu si agsa mai departe se obtine din aproape in aproape ca orice numar impar
este rosu.

Vom demonstra in continuare ca 2 este verde. Presupunand contrariul, am avea ca
4 =241+ 1 este tot rosu, ca 6 =4+ 1 + 1 este rosu si, din aproape in aproape,
ca orice numar par este rosu. Ar rezulta ca toate numerele sunt rosii, ceea ce
contrazice conditia a treia. Agadar 2 este verde. Atunci 6 = 2 + 2 4 2 este verde,
10 = 6 + 2 + 2 este verde si asa mai departe, orice numar de forma 4k + 2 este
verde.

Daca 4 ar fi rosu, ar rezulta ca 6 = 4 + 1 4 1 este rosu, dar, asa cum am vazut,
6 = 2+ 242 este verde. Prin urmare 4 este verde si atunci 8 = 442+ 2 este verde,
12 = 8 + 2 + 2 este verde si tot aga, din aproape in aproape, toate numerele de
forma 4k sunt verzi. Prin urmare, daca 1 este rosu, atunci numerele impare sunt
rosii, iar cele pare sunt verzi.

Daca 1 este verde, se arata la fel ca toate numerele impare sunt verzi si toate nu-
merele pare sunt rosii.

Intrebare suplimentara: Se schimba ceva la acest raspuns daca trebuie colorate
toate numerele naturale (inclusiv 0) respectand aceleasi trei conditii?



Problema 4. Fie ABC D un paralelogram, P si () puncte pe laturile (BC) i (C'D)
astfel incat BP = D@ si R intersectia dreptelor BQ si DP. Atunci semidreapta
(AR este bisectoarea unghiului A.

Olimpiada Germania, 2003, runda 1

Solutie: Fie S intersectia dreptelor AB si DP. Din asemanarea triunghiurilor

B
BRS si QRD obtinem g—g = IS)_Q Folosind ca D@ = BP si ca triunghiurile
B SB SA RS SA
BSP si ASD i 5 = = fes 2 2
SP si ASD sunt asemenea, obtinem ca DO~ BP ~ AD’ deci ca 7D~ AD

Cu reciproca teoremei inaltimii, rezulta ca (AR este bisectoarea unghiului ZSAD.




