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Problema 1. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢, d care satisfac simultan

relatiile
i a2=0v, A= ¢ b—d=19.

Solutie:

Examinand descompunerile in factori primi ale numerelor a?, b, ¢*, d® si tinand
cont de faptul ca 2 si 3, respectiv 4 si 5 sunt numere prime intre ele, deducem ca
orice factor prim apare in descompunerea in factori primi a lui a® = b% la o putere
multiplu de 6 si orice factor prim apare in descompunerea in factori a lui ¢* = d° la o
putere multiplu de 20. Rezulta de aici ca exista n, m € N* astfel ca a = n3, b = n?,
c=m® d=m' Deducem ca 19 =b—d =n?—-m* = (n —m?)(n+m?). Cum 19
si n 4+ m? sunt pozitive, trebuie ca n — m? > 0. Cum, in plus, n — m? < n + m?,
iar 19 este numér prim, rezultd cd n — m? = 1 si n +m? = 19. Obtinem de aici ci
n =10 si m? =9, deci m = 3. Prin urmare a = 1000, b = 100, ¢ = 243, d = 81,
numere care satisfac relatiile din enunt.

Problema 2. Avem doua cutii cu pietricele. Una contine p pietricele, cealalta
g pietricele. Avem voie sa facem urmatoarele doua feluri de mutari: putem fie
sa scoatem cate o pietricica din fiecare cutie, fie sa triplam numarul de pietricele
dintr-una din cutii.

a) Putem goli ambele cutii dupa o succesiune de mutari din cele doua feluri daca
p = 100, ¢ = 2007 Dar daca p = 101, ¢ = 2007

b) Determinati perechile (p,q) de numere naturale nenule pentru care cele doua
cutii pot fi golite printr-o succesiune de mutari.
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Solutia 1:

a) Daca p = 100, ¢ = 200, cutiile pot fi golite astfel: mai intai, de 50 de ori,
scoatem cate o pietricica din ambele cutii. Ajungem la 50 de pietricele in prima
cutie, 150 in cea de-a doua. Triplam acum numarul de pietricele din prima cutie
astfel incat vom avea cate 150 de pietricele in fiecare cutie. In fine, de 150 de ori,
scoatem cate o pietricica din fiecare cutie golind astfel cele doua cutii.

Daca p = 101, ¢ = 200 cutiile nu pot fi golite pentru ca initial, numarul de pietricele
din cele doua cutii sunt doua numere de paritate diferita (101 si 200). Daca la un
moment dat, paritatile numerelor care reprezinta pietricelele din cele doua cutii
sunt diferite, atunci gi dupa efectuarea unei mutari paritatile vor ramane diferite.
Intr-adevir: dacd scoatem cate o pietricica din fiecare cutie schimbam ambele
paritati, deci vom ramane cu o cutie cu un numar par de pietricele si cu cealalta
avand un numar impar de pietricele; daca triplam numarul de pietricele dintr-o
cutie nu modificam paritatea numarului de pietre din niciuna din cutii, deci vom
ramane iarasi cu o cutie cu un numar par de pietricele si cu cealalta avand un
numar impar de pietricele. Deoarece acest fapt ramane invariant pe parcursul
efectuarii diverselor mutari, nu putem ajunge la situatia in care ambele cutii sa fie
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goale pentru ca asta ar presupune ca am putea ajunge sa avem un numar par de
pietricele (0 si 0) in cele doua cutii.

b) Argumentul de mai sus este valabil pentru orice pereche (p,q) de numere natu-
rale nenule avand paritati diferite. Asadar aceste perechi nu convin. Ramane sa
studiem perechile (p,q) de numere naturale nenule avand aceeasi paritate. Vom
arata ca in toate aceste situatii putem goli cutiile. Putem presupune p < ¢g. Daca
p = q este evident ca putem goli cutiile din p mutari din primul tip. Daca 0 < p < g,
incercam sa facem in cazul general ceea ce am facut in cazul p = 100, ¢ = 200. Ar
trebui sa gasim un x astfel incat 3(p — x) = ¢ — x. Atunci, scotand mai intai cate
x pietricele din fiecare cutie, tripland pietricelele din prima cutie, ajungem la cate
q — x pietricele in fiecare cutie, pietricele pe care le putem scoate din ¢ — x mutari.

Ecuatia de mai sus are solutia x = % Cum 3p si ¢ au aceeasi paritate, evident

x este numar intreg. In plus, daca p < ¢ atunci x < p, deci chiar putem scoate
x pietricele din cele doua cutii. Exista insa o problema: este posibil ca x < 0
daca 3p < ¢. Pentru a surmonta aceasta problema, mai intai triplam de n > 0
ori numarul de pietricele din cutia cu p pietricele pana cand avem in prima cutie
p' = 3"p pietricele, cu 3"p < ¢ < 3""p. Acum putem scoate un anumit numar,
x > 0, de pietricele din cele doua cutii (repetand de x ori prima mutare), astfel
incat in a doua cutie sa ramana de trei ori mai multe pietricele decat in prima,
adica astfel incat sa avem

3p' —a)=q—u.

3p'—q

2
scoatere a cate unei pietricele din cele doua cutii chiar poate fi repetata de x ori.
Acum triplam numarul de pietricele din prima cutie (care nu este goala). Obtinem
cate ¢ — x pietricele in cele doua cutii. Repetand de ¢ — x ori primul tip de mutare
reugim sa golim cutiile.

Din ecuatia de mai sus obtinem z = eN. In plus, z < p’, deci operatia de

Solutia 2:

Ca mai sus se arata ca daca p,q au paritati diferite atunci nu putem goli cutiile.
Daca p,q au aceeasi paritate, cu p < ¢, scoate cate p — 1 pietricele din fiecare
cutie si ajungem la (1, ¢ —p+ 1). Daca ¢ — p+ 1 = 1 terminam scotand cate o
pietricica din fiecare cutie, daca nu, triplam pietricelele din prima cutie, ajungand
la (3, —p+1). Scoatem de doua ori cate o pietricica si ajungem la (1,¢g—p—1).
Daca ¢ — p — 1 = 1, scoatem cate o pietricica, daca nu, triplam si scoatem cate
doua ajungénd la (1, ¢ — p — 3), s.a.m.d., pana cand ¢ — p — (2k + 1) devine 1.
Atunci scoatem cate o pietricica gi am terminat.



Problema 3. Determinati multimea numerelor naturale nenule n pentru care

numarul . .
m+1)"" +(n— 1)"Jr
este divizibil cu n?.

* %k
Solutia 1:
Evident conditia este satisfacuta pentru n = 1. In continuare presupunem n > 2.
Deoarece (n + 1)""! = 1 (mod n), iar (n — 1)"*! = (=1)"*! (mod n), pentru ca

numarul (n+1)""14(n—1)""! si fie divizibil macar cu n, trebuie ca 14(—1)"! = 0,
deci n sa fie par.

Vom ardta cd pentru orice numar par n, numarul (n + 1)""!' 4+ (n — 1)"™! este
divizibil cu n?.

Avemcd (n+1)"t—=1=(n+1-1)((n+1)" 2+ (n+1)" 3+ +(n+1)+1)
n((My+1)+ (My+1) 4+ (M, + 1)+ 1) =n(M, +n—1) = M,z — n.
Similar, (n —1)""!' +1=(n—-14+1)((n—1)"—(n—=1)" 1+ —(n—1)+1) =
n((My+1)— (M, =1+ — (M, —1)+1) =n(M, + n+1) = M2 +n.
Adunand aceste doua relatii rezulta concluzia.

In concluzie, multimea cautata este formata din 1 si numerele naturale nenule pare.

Solutia 2:
Aceasta a doua solutie se bazeaza pe o formula care da o informatie mai precisa
decat formula (a + b)" = M, + b", anume:

(a+b)" = My + nab™ " +b".

Pentru n = 0 si n = 1 relatia este evidenta. Pentru n > 2 aceasta formula se
demonstreaza pe aceeasi idee care a fost folosita in materialul teoretic pentru jus-
tificarea formulei (a+0b)" = M, +b". Daca scriem (a+b)" = (a+b)(a+b)---(a+0b)
si desfacem parantezele vom obtine diversi termeni de forma a*b"~*. Fiecare ter-
men provine dintr-o alegere, a sau b, din fiecare paranteza. Vom avea un singur
termen cu b", anume acela in care din fiecare paranteza a fost ales b. Cati termeni
cu ab™ ! avem? Acesti termeni provin din alegerea lui b din fiecare paranteza, cu
o exceptie, o paranteza din care a fost ales termenul a. Aceasta paranteza din care
il luam pe a poate fi aleasa in n moduri (poate fi oricare din cele n paranteze),
asa Incat vom avea n termeni ab”~!. Asadar suma termenilor care contin cel mult
un factor a este b + nab™ 1. Toti ceilalti termeni contin micar doi factori a, prin
urmare sunt divizibili cu a®. Rezultd ca (a + b)" = M2 + nab™ ' + b".

Sa trecem acum la rezolvarea problemei:

Folosind formula dedusa mai sus, avem:

m+1)"t = Mpe+n—1n-1"24+1"1 = Mp—n+1s (n—1)"" =
M2+ (n+1Dn-(=1)"+ (—=1)"* adicad M,z +n — 1 dacd n este par §i M2 —n+1
daca n este impar.

Adunéand aceste doud relatii obtinem ca (n + 1)""' + (n — 1)"*! este M,2 dacd n
este par si este M,2 — 2n + 2 daca n este impar.
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De aici rezulta ca orice n par satisface conditia din enunt. Dintre valorile impare
ale lui n convine numai n = 1, in caz contrar (n+1)""'+(n—1)""' = M,2 —2n+2
nefiind divizibil cu n.

Problema 4. Fie E si respectiv F' mijloacele laturilor [BC| si [C'D] ale unui
patrulater convex ABC'D. Segmentele [AE], [AF] si [EF] impart ABCD in patru
triunghiuri ale caror arii sunt patru numere naturale consecutive.

Aflati aria maxima a triunghiului BAD.
Turneul Oraselor, 2002

Solutie:
Fie n, n+ 1, n 4+ 2, n + 3 ariile celor patru triunghiuri determinate de segmentele
[AE], [AF] si [EF]. Deoarece E si F sunt mijloace, avem S[ABE] = S[ACE]

1
si S[ACF] = S|ADF], de unde S[AECF] = S[ACE] + S[ACF] = 7 S[ABC] +

n+n+1l14+n+2+n-+3
2

1 1 .
§S[AC'D} = §S[ABCD] = = 2n + 3. In plus, tri-

1
unghiurile ACEF i ACBD sunt asemenea, raportul de asemanare fiind 3 de
dn + 6

ande S[CEF] = }lS[CBD] < iS[ABCD] _
{n, n+ 1}. Distingem doua cazuri:

1. Daca S[CEF| = n atunci, din asemanarea de mai sus, S[CBD| = 4n, de unde
S[BAD] = S[ABCD] — S[CBD] =4n + 6 — 4n = 6.

2. Daca S[CEF] = n + 1 atunci S[CBD] = 4(n + 1), de unde rezulta ca
S[BAD] = S[ABCD] - S[CBD]=4n+6 —4n —4 = 2.

Asgadar, in aparenta aria maxima cautata este max{2, 6} = 6. Ins# concluzia este
pripita atata timp cat nu am demonstrat ca primul caz este intr-adevar posibil.
Acest lucru se poate vedea facand efectiv constructia unui patrulater ABC'D pen-
tru care S[BAD] = 6. lata constructia:

Observam ca ar trebui sa construim un patrulater AECF astfel ca S[CEF] = n,
S[AEF| =n+ 3, S[AEC] = n+ 1 i SJAFC| = n + 2. Apoi punctele B, D vor
fi simetricele lui C' fata de E, respectiv F. Daca notam {O} = AC' N EF, trebuie
a gg _ Z 5 si ?8 = Z 1 ; O sa construim chiar un patrulater ortodiagonal
cu aceste proprietati. Consideram doua drepte perpendiculare care se taie intr-
un punct O. Pe prima dreapta consideram punctele A gi C' astfel ca O € (AC),
AO = (n+ 3)z, CO = nx, cu x ce va fi ales convenabil in cele ce urmeaza. Pe
cealalta dreapta consideram punctele E si F astfel ca O € (E'F), EO = (n+1)x si
FO = (n+ 2)z. Un calcul simplu arata ca pentru a obtine ariile dorite trebuie sa

2
alegem r = m T3 Asadar se poate construi un patrulater ABC'D in care ariile
V 2n

triunghiurilor CEF, ABE, ADF, AEF sunt patru numere naturale consecutive
si S[BAD] = 6, prin urmare valoarea 6 chiar se poate obtine si, dupa cum am
vazut mai sus, aceasta valoare este cea mai mare valoare posibila.

. Deducem ca S[CEF] €
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