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Problema 1. Aratati ca, pentru orice numere reale a si b este adevarata inegali-

tatea
(1+a*)(1+b%) > a(l+b%) +b(1 + a?).

Cand are loc egalitatea?

Olimpiada Slovenia, 2007
Solutie:
Din (a —1)? > 0, Va € R rezultd 1 + a® > 2a, Va € R, cu egalitate daci si numai
daca a = 1.
Inmultind aceasti relatie cu 1 + b2 > 0 obtinem (1 + a2)(1 + b?) > 2a(1 + b?), cu
egalitate pentru @ = 1. Analog rezultd ca (1+a?)(1+b%) > 2b(1+a?), cu egalitate
pentru b = 1. Adunand termen cu termen aceste ultime doua inegalitati, obtinem
2(1+a?)(1+b%) > 2a(1+ %) +2b(1 + a?), de unde rezultd imediat inegalitatea din
enunt. Egalitatea are loc daca a =b=1.

Problema 2. In interiorul triunghiului ABC' cu m(zzl\) = 90°, m(B\) = 30°,
m(a) = 60° consideram punctul 7" astfel incat
m(LATB) = m(£BTC) = m(£LCTA) = 120°.
Aratati ca 4TA=2TC =TB.
Leonard Giugiuc

Solutie:
Daca notam m(£TBC') = x, obtinem succesiv m(ZTCB) = 60° —z, m(LTCA) =
x 5i m(LTAC) = 60° — z. Atunci triunghiurile BT'C' i CT A au masurile unghiu-
rilor respectiv egale, deci ele sunt asemenea. Rezulta ca

TA TC AC 1

TC TB BC 2
ultima egalitate rezultand din teorema referitoare la cateta opusa unghiului de 30°.
Din relatiile de mai sus rezulta imediat ca T'B = 2TC = 4T A.
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Observatie. Punctul 7" din enuntul problemei se numeste punctul lui Torricelli
sau punctul Torricelli-Fermat. Acest punct exista in orice triunghi cu unghiuri
de masuri mai mici decat 120°. El are numeroase proprietati remarcabile, cea mai
importanta fiind ca TA+T B+TC < PA+ PB+ PC pentru orice punct P din plan.

Problema 3. Se considera un triunghi ABC' cu m(£BAC) = 120°. Daca D, E, F
sunt picioarele bisectoarelor unghiurilor Z/BAC, ZCBA, respectiv ZAC B, aratati
ca unghiul FDF' este drept.

Olimpiada Marea Britanie, 2005

Solutie: Fie punctul 7' € (BD) intersectia bisectoarei unghiului ZBAD cu BC.
Deoarece m(£LTAC) = m(LTAD) + m(£LDAC) = 90°, rezulta ca (AC este bi-
sectoarea exterioara a unghiului ZBAD. Cum (BE este bisectoarea unghiului
ZABD, rezulta ca (DFE este bisectoarea exterioara a unghiului ZADB. Analog se
arata ca (DF este bisectoarea unghiului ZADB, de unde concluzia.

Observatie. O alta abordare, calculatorie, consta in a calcula, in functie de
lungimile laturilor triunghiului, folosind teorema bisectoarei, segmentele determi-
nate de D, F/, F' pe laturile triunghiului, apoi, cu teorema cosinusului, a lungimilor
segmentelor [DE], [DF] si [EF] si in folosirea reciprocii teoremei lui Pitagora pen-
tru stabilirea concluziei. Calculele sunt insa laborioase si metoda indicata depaseste
poate nivelul actual de cunostinte al unui elev de clasa a VII-a.

Problema 4. Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia

11" — 2" = k2
Cristinel Mortici

Solutie:

Pentru n = 0 obtinem k = 0, iar pentrun =1, k = 3.

Vom arata in continuare ca ecuatia nu are solutii cu n > 2.

Presupunem ca ar exista n > 2 pentru care ecuatia are solutie si alegem ng cel mai
mic n > 2 cu aceasta proprietate. Cum ny > 1, membrul stang este impar, deci



trebuie k impar. Atunci k¥ =1 (mod 4), 2" = 0 (mod 4), iar 11" = (—1)" (mod
4). Pentru ca 11™ 4 2™ = k? (mod 4) trebuie ca ng si fie par. Fie agsadar m € N*
astfel ca ng = 2m. Rezultd ca k? = (11™ —2™)(11™ 4 2™). Deoarece k este impar,
numerele 11™ — 2™ gi 11™ + 2 sunt prime intre ele. Din relatia precedenta rezulta
atunci ca 11™ — 2™ gi 11™ + 2™ trebuie sa fie patrate perfecte. Daca m > 2 s-ar
contrazice minimalitatea lui ng. Ramane m = 1, adica ng = 2, dar 112 — 22 nu
este patrat perfect. Prin urmare, ecuatia nu are solutii (n, k) cu n > 2, singurele

solutii find n=%k=0sin=1, k= 3.



