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Problema 1. Un patrat 3 x 3 este completat cu numere naturale astfel incat
sumele pe linii sa creasca cu 2 cand parcurgem liniile de sus in jos, iar sumele pe
coloane sa se dubleze cand parcurgem coloanele de la stanga la dreapta. Stiind ca
suma numerelor de pe una din linii este 2014, aflati suma numerelor de pe coloana
din stanga.

Concursul Naboj, Cehia si Slovacia, 2011, prelucrare

Solutie: Fie x suma numerelor de pe prima linie (cea de sus) si y suma numerelor
de pe prima coloana (cea din stanga). Suma numerelor de pe randul 2 este z+2, cea
a numerelor de pe randul 3 este x + 4. Suma numerelor de pe coloana a doua este
2y, cea a numerelor de pe coloana a 3-a este 4y. Asadar suma tuturor numerelor
inscrise in patrat este = + (z + 2) 4+ (x + 4) = y + 2y + 4y, de unde 3z + 6 = 7Ty.
Stim ca x = 2014, z + 2 = 2014 sau x + 4 = 2014, adica = € {2010, 2012, 2014}.
Cum 3x + 6 = 7y trebuie sa fie divizibil cu 7, convine numai cazul cu x = 2014
care conduce la y = 864.

Observatie: O asemenea completare exista cu adevarat. lata un exemplu:

287 | 576 | 1151 | 2014
288 | 576 | 1152 | 2016
289|576 | 1153 | 2018

864 1728 3456

Problema 2. Punctul [ se afla in interiorul dreptunghiului ABC'D. Dreptele Al,
BI, CI si DI intersecteaza a doua oara dreptunghiul in M, N, P si respectiv Q).
Aratati ca AI+BI+CI+DI>MI+ NI+ PI+QI.
Cand are loc egalitatea?

Leonard Giugiuc

Solutia 1: Prin punctul I ducem paralele la laturile dreptunghiului: XY || AB,
ZT || AD, X € AD,Y € BC, Z € AB, T € CD. Se formeaza astfel patru
dreptunghiuri, iar punctele M, N, P, ) sunt pe laturile cate unuia din aceste drep-
tunghiuri:

M este pe una din laturile [CT] si [CY] ale dreptunghiului CTITY, N este pe o
latura a dreptunghiului DXIT, P este pe dreptunghiul AZIX, iar (Q este pe drep-
tunghiul BY IZ. Deoarece cele mai lungi segmente care unesc doua puncte ale unui
dreptunghi sunt cele doua diagonale, avem, din cele patru dreptunghiuri de mai sus,
ca IM < IC,IN<ID,IP <IA, IQ < IB, cu egalitate daca M = C, N = D,
P = A, Q = B. Prin adunare, obtinem IM +IN+IP+1Q < ITA+IB+I1C+1ID,
cu egalitate daca I = O.
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Solutia 2: Fie O punctul de intersectie a diagonalelor dreptunghiului.

e Daca I coincide cu O, punctele M, N, P, () vor fi tocmai C, D, A si respectiv B,
deci inegalitatea din enunt este in mod evident satisfacuta cu egalitate.

e Daca [ apartine uneia dintre diagonalele dreptunghiului:

Putem presupune, de exemplu, ca I € (OA). Celelalte cazuri sunt analoage.

In acest caz, M = C, P = A, N € (AD), Q € (AB); triunghiurile ABN si
QAD fiind dreptunghice, unghiurile <ANB si AQD sunt ascutite, deci suple-
mentele lor, <BN D), respectiv <BQD sunt obtuze. Prin urmare ele sunt un-
ghiurile cele mai mari in triunghiurile NID, respectiv QID, deci lor li se opun
laturile cele mai mari in aceste triunghiuri. Rezulta ca NI < DI §i QI < BI, deci
IM+IN+IP+IQ<IA+IB+IC+1ID.

e Daca I nu se afla pe nicio diagonala:

Putem presupune, de exemplu, ca I € Int(AOAD). Celelalte cazuri se trateaza
similar.

In acest caz, P,N € (AD), M € (CD), Q € (AB). Ca mai sus se aratd imediat
ca unghiurile <API, <BQI, <CMI si <DNI sunt obtuze, deci din triunghiurile
API, BQI, CMI, DNI obtinem ca PI < Al, QI < BI, MI < CI, NI < DI.
Prin adunarea acestor relatii obtinem ca MI+ NI+ PI+QI < AI+BI+CI+DI.

In concluzie, am demonstrat ca inegalitatea este valabila in toate situatiile si ca
egalitate avem numai in cazul in care I este punctul de intersectie a diagonalelor
dreptunghiului.

Problema 3. Determinati numerele naturale m si n cu proprietatea ca

3.2™ 4+ 13 =n.



Solutie: Daca n este par rezulta ca 3 - 2™ este impar, deci m = 0. In acest caz
trebuie ca n? = 3+ 13 = 16, deci n = 4.

Daci n este impar, n = 2k+1, k € N, deci n? = 4k(k+1)+1 este un numar care di
restul 1 la impértirea cu 8, deci n? — 13 = 4 (mod 8). Prin urmare trebuie ca 3-2™
sa fie divizibil cu 4 dar nu si cu 8, adica m = 2. In acest caz, n? = 12 + 13 = 25,
deci n = 5.

In concluzie, ecuatia are doua solutii: m =0, n=4gim =2, n=>.

Problema 4. Pe un cerc sunt scrise 2014 numere, doi de 1 i 2012 de 0. Se poate
efectua urmatoarea operatie: se alege un numar si i se schimba cei doi vecini din 0
in 1 gi invers. Facand astfel de operatii, putem sa obtinem 2014 de 1 pe cerc?

Andrei Eckstein, prelucrare dupa o problema data la Olimpiada Rio Plata, 1997

Solutie: Raspunsul depinde de pozitia celor doua cifre de 1 de pe cerc. Daca
coloram cele 2014 numere, alternativ, in alb si negru, raspunsul este ca daca cele
doua cifre de 1 au aceeasi culoare atunci nu putem face ca toate numerele de pe
cerc sa devina 1, in vreme ce in cazul in care cele doua cifre de 1 au culori diferite,
putem ajunge la configuratia finala dorita.

Daca 1-urile au aceeasi culoare: sa observam ca paritatea numarului de 1-uri ne-
gre este invariant la o operatie. Orice operatie vizeaza fie doua numere negre fie
doua numere albe. Daca ea vizeaza numere negre, numarul de 1-uri negre poate
sa creasca cu 2 (daca se schimba doua 0-uri negre in 1-uri), sa scada cu 2 (daca se
schimba doua 1-uri negre in 0-uri) sau sa ramana neschimbat daca se schimba un
0 si un 1 intr-un 1 si respectiv un 0. Daca initial 1-urile au aceeagi culoare, atunci
avem fie zero fie doua 1-uri negre, oricum un numar par. Prin urmare numarul de
1-uri negre de pe cerc va fi mereu par. La final, ar trebui sa avem numai 1-uri,
in particular 1007 1-uri negre, adica un numar impar. Acest lucru nu este posibil,
deci nu putem ajunge la respectiva configuratie.

Daca 1-urile au culori diferite: sa observam ca putem face cei doi de 1 sa fie vecini.
intr-adevér, daca initial ei nu sunt vecini, putem alege un 0 vecin cu un 1 si face
operatia. Efectul este ca 1-le se va ,,muta” in pozitia simetrica fata de 0-ul ales.
Repetand aceasta manevra, putem face ca cei doi de 1 sa devina vecini. Celelalte
2012 numere le grupam acum cate 4. In fiecare din cele 503 grupe, alegem, pe
rand, cele doua cifre din mijloc gi facem operatia. Cele doua operatii vor trans-
forma grupa de patru 0-uri in patru de 1. Procedand astfel pentru fiecare grupa,
vom transforma toate numerele de pe cerc in 1-uri.

Remarca: Enuntul problemei originale date la Olimpiada Rio Plata:

Pe un cerc sunt scrise 1996 de 0 si un 1. Singura operatie permisa e sa alegem
un numar §i sa-i schimbam vecinii din 0 in 1 si invers. Facand astfel de operatii,



putem preschimba toate numerele de pe cerc in 1-uri? Dar daca am fi pornit cu
1997 de 0 pe cerc?

Solutie: Raspunsul este ca daca pornim cu 1996 de zerouri, putem ajunge sa avem
numai l-uri, in vreme ce daca pornim cu 1997 zerouri, nu putem.

Cu 1996 zerouri, le putem grupa in 499 grupe de cate 4, apoi facem operatia
alegand al doilea si al treilea 0 din fiecare grup.

Cu 1997 zerouri, sa observam ca numarul de cifre de 0 existente pe cerc nu-si
schimba paritatea. Initial avem un numar impar de zerouri, 1997, deci nu putem
ajunge la configuratia in care sa avem 0 zerouri (adica un numar par).



