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Problema 1. Patratelele unei table 9 x 9 sunt completate cu numerele de la 460
la 540, incepand din coltul din stanga-sus si continuand de la stanga la dreapta,
rand dupa rand. Avem o bucata de carton in forma de ,,I.” care acopera patru
patratele ale tablei. Este posibil sa plasam cartonul astfel incat suma celor patru
numere scrise in patratelele acoperite de acesta sa fie 20137

concurs Ungaria, prelucrare

Solutia 1:

Coloram patratelele tablei cu alb si negru, alternativ, asemeni unei table de sah,
cu patratelul din stanga-sus colorat cu negru. Observam atunci ca in patratelele
negre sunt scrise numere pare, in vreme ce in patratelele albe sunt scrise numere
impare. Mai observam si ca, oricum agezam bucata de carton (rotita sau chiar
rotita si intoarsa pe dos), bucata de carton acopera doua patratele negre gi doua
albe. Prin urmare numerele acoperite de carton sunt doua pare si doua impare,
deci suma lor nu poate fi 2013.

Solutia 2:

Daca agezam bucata de carton ,,culcata”, bucata de carton acopera trei numere
consecutive, x, x + 1, x + 2, (situate intr-un rand) plus inca un numar situat fie in
randul precedent, fie in cel urmator. Acest numar poate i x — 9, v — 7, x + 9 sau
x + 11. Suma celor patru numere poate fi 4x — 6, 4x — 4, 4z + 12 sau 4z + 14, deci
para, prin urmare nu poate fi 2013.

Daca asezam bucata de carton ,,in picioare”, ea acopera trei numere de pe o aceeasi
coloana, z, z + 9, x + 18, plus inca un numar situat fie in coloana precedenta, fie
in cea urmatoare. Acest numar poate i x — 1, z + 1, x + 17 sau = + 19. Suma
celor patru numere poate fi 4z + 26, 4x + 28, 4x + 44 sau 4x + 46, deci para, prin
urmare nu poate fi 2013.

Problema 2. Se considers triunghiul ABC avand m(B) = 30°, m(C) = 105° si
fie D mijlocul lui [BC]. Calculati m(£ZBAD).

Manuela Prajea
Solutia 1: Fie E piciorul inaltimii din C. Atunci m(ZBCE) = 60° sim(£LECA) =
m(LEAC) = 45°. Triunghiul CDE este echilateral (isoscel, CD = DE, cu un
unghi de 60°), iar AC'E este dreptunghic isoscel, deci DE = CE = AE. Rezulta
ca triunghiul AED este isoscel, cu m(ZAED) = 150°, de unde m(£EAD) = 15°.
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Solutia 2:

Fie M piciorul inaltimii din A i N mijlocul laturii AB. Cum m(£BAM) = 60°,
avem MN = NA = AM = N B (caci triunghiul M AN, fiind isoscel cu un unghi de
60°, este echilateral). Atunci M N B este triunghi isoscel, deci m(ZNM B) = 30°.
DN este linie mijlocie in triunghiul ABC, deci m(£ZDN B) = 45°, de unde rezulta
ca m(LDNM) = 75°. Din triunghiul DNM rezulta ca m(ZMDN) = 75°, de
unde MD = MN = MA. Atunci triunghiul M DA este dreptunghic isoscel, deci
m(LMAD) = 45° si m(LBAD) = 15°.

Problema 3. Se considera un triunghi ABC si punctele M € (AB), N € (BC),
P € (CA). Demonstrati ca mediana din A a triunghiului AM P, mediana din B a
triunghiului BN M si mediana din C' a triunghiului CPN sunt concurente daca si
numai daca dreptele AN, BP si C M sunt concurente.

Marcel Chirita st Mihai Piticari, ONM 1991, clasa a [X-a

Solutia 1: Vom folosi urmatoarea

Lema. Fie ABC un triunghi i D mijlocul laturii BC'. Un punct M apartine

dreptei AD daca si numai daca AB -d(M,AB) = AC - d(M, AC).

Demonstratie.

Pentru comoditate, vom demonstra lema numai in cazul in care punctul M se

gaseste pe semidreapta opusa lui (DA. Celelalte cazuri se trateaza analog dar

in rezolvarea problemei avem nevoie numai de acest caz. Daca M € AD, atunci
BD -d(M, BC) CD -d(M,BC)

SuBp = 5 = 5 = Suycp. In particular, avem si

Sapp = Sacp. Daca M € AD \ (AD, prin adunarea relatiilor anterioare obtinem
relatia Syyap = Syac. De aici rezulta AB - d(M,AB) = AC - d(M, AC).
Reciproc, daca punctul M verifica relatia AB-d(M, AB) = AC-d(M, AC), rezulta
ca Syap = Syac. Cum Sygp = Syvep §i Sapp = Sacp, prin adunare obtinem
ca Sygp + Sapp = Svicep + Sacp. Comparand cu Syrap = Syac deducem ca
SADM = O, adica D € AM.




Sa trecem la rezolvarea problemei.

Daca cele trei mediane sunt concurente intr-un punct G, conform lemei anterioare
avem:

AM  d(G,AC) BN d(G,AB) CP d(G,BC) (1)

AP d(G,AB)" BM  d(G,BC)’ CN d(G,AC)

Prin inmultirea acestor trei relatii rezulta

AM BN CP _
BM CN AP

1. (2)

Conform reciprocei teoremei lui Ceva, rezulta ca dreptele AN, BP, C'M sunt con-
curente.

Reciproc, daca dreptele AN, BP, CM sunt concurente, notand cu G punctul de
intersectia a medianelor din A si B (in triunghiurile AM P, respectiv. BN M),
AM  d(G,AC) BN _ d(G,AB)
AP d(G,AB)’ BM — d(G,BC)

din relatiile si (2) deducem ca avem si

P B
gN = Zig: Agi’ adica G apartine medianei din C' a triunghiului CNP.
Solutia 2:

O alta rezolvare se poate da folosind forma cu sinusuri a teoremei lui Ceva:

Teorema lui Ceva (forma cu sinusuri) Fie ABC un triunghi si punctele A’,
B, C' pe laturile (BC'), (C'A) si respectiv (AB) ale triunghiului. Atunci dreptele
AA’, BB' ¢i CC" sunt concurente daca si numai daca

sin(ZA’AC) sin(£B'BA) sin(£C'CB)

sin(ZA’AB) " sin(/B'BC) sin(/C'CA) =t

Demonstratie.
Conform variantei clasice a teoremei lui Ceva, dreptele AA’, BB’ si CC’" sunt
concurente daca si numai daca

AC B'A OB
AB BC CA

Exprimand cu ajutorul ariilor rapoartele care intervin in relatia de mai sus, aceasta
se scrie echivalent
S(AAC) S(B'BA) S(C'CB)

S(AAB) S(B'BC) S(C'CA) &

sau Inca

A'A-AC -sin(LA'AC) B'B-BA-sin(£B'BA) C'C-CB -sin(£C'CB)
A'A-AB -sin(LA’AB) B'B-BC -sin(£B'BC) C'C-CA-sin(£LC'CA)

=1,

3



care, dupa simplificari revine la relatia din enunt.
Trecem acum la rezolvarea problemei.

Fie A;, By, C1 mijloacele segmentelor [MP], [MN], respectiv [NP]. Conform
formei cu sinusuri a teoremei lui Ceva, dreptele AA;, BB, C'C; sunt concurente
daca si numai daca

sin(£ZA1AC) sin(£B,BA) sin(£C,CB)

sin(ZA1AB) sin(£B,BC) sin(LC,CA) L (1)

Deoarece AA; este mediana in triunghiul AM P, rezulta ca S(A;AM) = S(A1AP),
adici AM - A, A-sin(LA, AM) = AP- A, A-sin(ZA, AP), sau :Egﬁjg - i]\; .
Scriind si relatiile analoage si inlocuind in (1) obtinem ca relatia (1) este echiva-
AM CP BM
AP CN BN
este echivalent cu faptul ca dreptele AN, BP, C'M sunt concurente.

lenta cu = 1, ceea ce, din nou cu teorema lui Ceva (forma clasica),

Problema 4. In fiecare patratel al unei table 10 x 10 se scrie cate un numar
intreg astfel incat diferenta dintre oricare doua numere scrise in patratele vecine
sa fie cel mult 5 (doua patratele sunt considerate vecine daca au o latura comuna).
Demonstrati ca doua dintre numere trebuie sa fie egale.

din cartea Russian Ezxperience, de D. Fomin, S. Genkin si I. Itenberg

Solutie:

Putem ajunge din oricare patratel al tablei in oricare altul trecand numai prin
patratele invecinate. Mai mult, intre oricare doua patratele ale tablei exista un
,,drum”, format din cel mult 19 patratele, care trece numai prin patratele vecine.
Acest lucru inseamna ca diferenta dintre cel mai mare si cel mai mic numar scris
pe tabla este cel mult 90. Prin urmare in patratelele tablei pot figura cel mult 91
de numere distincte. Fiind 100 de patratele, din principiul cutiei rezulta ca printre
numerele scrise in patratelele tablei se vor gasi si numere egale.



