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Problema 1. Determinati numerele naturale n care se pot scrie ca produs de trei

1
numere de forma cuk e N.
k+1
k ko ok
2 1 26+1 2 1
Solutie: Sa observam mai intai ca daca n = ot + ¢t ,cua,b,ceN,

a+1 b+1 c+1
k+1
+1
de unde n < 8. Apoi, cum n(a + 1)(b+1)(c+1) = (2a + 1)(2b+ 1)(2c + 1) si
membrul drept este impar, rezulta ca si membrul stang este impar, deci n este im-
par (iar a, b, c pare). Prin urmare singurele numere naturale care se pot, eventual,
scrie sub forma dorita sunt 1, 3, 5 i 7.
In continuare vom demonstra ci fiecare din aceste numere se poate scrie sub forma
dorita:
2a+1 20+1 2c+1

atunci n < 8 si n este impar. intr—adevér, avem ca < 2 pentru orice k € N,

1= bl e @meTh=es0
.3:2;_:_11'2bbj11'260_:_11’011&:076:2’0:4 (adicé?):l.g.g)’
.5:2;_:_11'2bb_j11‘200_:_11’011&:[):2’0:4 (adicé5:g.§.§)’
.7:25:—11'2bb_:—11‘200_:—11’(311&:6’6:1276:24 (adicé7:173.?g.;l§)_

20 +1 4a+1 8(1—1—1)
a+1 2a+1 4a+1

In concluzie, numerele naturale care se scriu ca produs de 3 fractii de forma dorita
sunt 1,3,5 g1 7.

(Ultima scriere o putem gasi cautand o scriere de forman =

Observatie: Aceasta problema este de fapt un caz particular al problemei 3 de la
OIM 1998. Problema avea urmatorul enunt:

Pentru orice numar natural nenul n, notam cu 7(n) numarul divizorilor sai pozitivi
(inclusiv 1 si n). Determinati toate numerele naturale nenule care m pentru care

. (v} v A A 2
exista un numar natural nenul n astfel incat % =m.

Intr-adevir, dack n = p® - p2 - ... - p?j, unde pi,ps,...,p; sunt numere prime
distincte, iar a; € N, atunci 7(n) = (a1 + 1)(az + 1) - ... - (a; + 1), iar 7(n?) =
(2a1 +1)(2a2 + 1) - ... - (2a; + 1). Prin urmare, conditia %:)) = m revine la
201 +1 2as+1 2a; + 1 D .
= . Ca , adica la a-l scrie pe m ca produs de numere
a + 1 as + 1 a; +1
1
de forma cuk eN.
k+1
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In general, se poate arita cd orice numar impar mai mic decat 2/ poate fi scris ca
2k+1

E+1

produs de j fractii de forma

Problema 2. Cum se poate scrie 2014 ca suma de numere intregi consecutive?
Gasiti toate scrierile posibile.

Propunere a Romaniei pentru OIM in anii 1960, prelucrare
Solutie:
Fien+1,n+2,...n4+m, cun € Z, m € N* numere intregi consecutive care au
suma 2014.

Atunci (n+ 1)+ (n+2)+ ...+ (n +m) = 2014, adica nm +

Obtinem ecuatia m(2n +m + 1) = 4028.
Observand ca m i 2n + m + 1 au paritati diferite, m > 0 (deci trebuie ca si
2n +m + 1 > 0) si m este un divizor al lui 4028 = 22 - 19 - 53, obtinem c&
m € {1,4,19,53,76,212,1007,4028}. (Ceilalti divizori nu convin pentru ca ei con-
duc la 2n +m + 1 si m de aceeasi paritate.)
e m = 1 implica 2n +m + 1 = 4028, deci n = 2013; obtinem scrierea 2014 = 2014;
e m = 4 implica 2n +m + 1 = 1007, deci n = 501;

obtinem scrierea 2014 = 502 + 503 4 504 + 505;
e m = 19 implica 2n +m + 1 = 212, deci n = 96;

obtinem scrierea 2014 = 97 4+ 98 4 ... 4+ 115;
e m = 53 implica 2n +m + 1 = 76, deci n = 11;

obtinem scrierea 2014 = 12 + 13 4 ... + 64;
e m = 76 implica 2n +m + 1 = 53, deci n = —12;

mm D o014

obtinem scrierea 2014 = —11 - 10— ... = 1+ 0+ 1+ ... + 64;
e m = 212 implica 2n +m + 1 =19, deci n = —97,
obtinem scrierea 2014 = —-96 - 95— ... —14+0+ 1+ ... 4+ 115;
e m = 1007 implica 2n +m + 1 =4, deci n = —502;
obtinem scrierea 2014 = —501 — 500 — ... — 140+ 1+ ...+ 505;
e m = 4028 implica 2n +m + 1 = 1, deci n = —2014;
obtinem scrierea 2014 = —2013 — 2012 — ... —1+0+ 1+ ...+ 2014.

Problema 3. Fie ABC un triunghi si M € (BC), N € (CA), P € (AB) puncte

astfel incat AM, BN si C'P sunt concurente intr-un punct 7. Stiind ca ariile
S(TPB) = 14, S(TBM) = 18, S(TMC) = 24 si S(TCN) = 21, aflati aria
triunghiului ABC.

Solutie:



Notam cu o = S(APT) siy = S(NAT).
MB  MB-d(A,BC) 2S(AMB) 18+ 1ld+z 32+ux

Avem ci - - - - i
VSO T MO d(A,BO) T 2S(AMC) ~ 24+21+y  45ry 0 PC
MB  MB-d(T,BC) 2S(TMB) 18 3
de alti part - - = = = . Din cele dous
¢ ARADPAE N T MC-d(T,BC) T 2S(TMC) — 24 4 o eeecond
2
relatii de mai sus, deducem ca sitr 3 (1).
BH+y 4

NC 18 424 + 21 21
Analog, scriind in doua moduri raportul ——-, obtinem e e B

NA l4+x+y y
18+24 42

= 2y =14 ix=2y—14. ind 1 latia (1
itz " 1itz de unde 2y + x, deci x 63y Revenind la relatia (1),
obtinem 4(32+2y —14) = 3(45+y), de unde y = 5= 12,6. Atunci z = 2y—14 =
11,2, iar aria triunghiului ABC este S(ABC) = x+y+21+24+18+ 14 = 100, 8.

Remarca: Scriind in doua moduri si raportul ;U; am fi obtinut o a treia relatie
r+y+21 oz
14+18+24 14
gasite pentru x si y astfel incat pentru aflarea valorilor lui x si ¥ am fi putut folosi
oricare doua din cele trei ecuatii. Faptul ca aceste trei relatii sunt legate se da-

in x,y, anume Si aceasta ecuatie este verificata de valorile



AP BP CP 1 adics r 18 21 1 s

. . =1, adica — - — - — = i
PB PC PA y i
r+y+21 18+14+x 18+24+21
144+18+24 24+21+y ld+z+y
} Lo 18 184+ 14+ 21 18+24+21 | « r+y+21
dintre conditille — = —+ — — = ———— gl — = ———— cea
24 24+421+vy vy d4+z+y 14 144+18+24
de-a treia rezulta in mod automat.

toreaza teoremei lui Ceva: avem

totodata, . Astfel, daca impunem doua

Problema 4. Doi copii, Alina si Bogdan, joaca urmatorul joc. Pe tabla sunt scrise
numerele de la 1 la n. Cei doi copii, Incepand cu Alina, sterg, alternativ, cate un
numar de pe tabla, pana cand pe tabla raman doua numere. Daca suma numerelor
ramase pe tabla este divizibila cu 3, castiga Alina; in caz contrar, castiga Bogdan.
Cine castiga la joc corect daca:

a) n = 2014;
b) n = 2013

* k%
Solutie:

a) Bogdan are strategie castigatoare. De exemplu, el poate grupa numerele de
pe tabla in perechi cu suma 2015: (1,2014), (2,2013), ..., (1007,1008). Daca
Alina sterge unul din numerele ce compun o anumita pereche, Bogdan 1l sterge pe
celalalt. Atunci cand 1i vine randul, Alina este obligata sa ,,inceapa’ de fiecare
data o pereche noua. Dupa ce copii au sters cate 1006 numere, pe tabla a ramas o
pereche ,,completa” (k, 2015 — k), deci, procedand astfel, Bogdan a facut ca suma
celor doua numere ramase pe tabla sa fie 2015, care nu este divizibil cu 3, lucru
care i-a asigurat victoria.

b) De aceasta data Alina are strategie cagtigatoare. De exemplu, ea poate incepe
prin a gterge numarul 2013 de pe tabla. Alina poate acum grupa numerele ramase
pe tabla in perechi cu suma 2013: (1,2012),(2,2011), ..., (1006,1007). De asta
data Bogdan va fi cel care incepe fiecare pereche gi Alina va gterge mereu celalalt
numar din pereche. Ultimele doua numere vor forma o pereche completa de forma
(k, 2013 — k), deci suma lor va fi 2013, multiplu de 3, ceea ce ii va asigura Alinei
victoria.



