Problema 1. Se considera sirul ay, a9, as, ... definit
astfel: a; =6, as =1, a3 =0, ay = H sl pentrun > 5, n
numar natural, a, se defineste ca fiind ultima cifrd a sumei
celorlalti patru termeni precedenti. Astfel, prin concatenare,
sirul devine: 61052850... .

Aratati ca secventa 2012 este in sir.

Manuela Prajea

Solutie: Consideram toate grupurile de patru cifre con-
secutive disjuncte care apar in gir. Adica: 6105, 2850, 5881,
. si cum sunt 10* grupuri de patru cifre posibile, deducem
ca la un moment dat un grup de patru cifre se va repeta,
de exemplu abed. Din regula de definire a sirului deducem
cd urmitoarele cifre care vor apirea dupi grupul abed vor fi
unic determinate de aceste patru cifre, deci si acestea se vor
repeta, adica daca dupa grupul abed va aparea grupul efgh,
atunci din nou dupa aparitia grupului abed va aparea grupul
efgh, etc si sirul devenind astfel, de la un moment dat, pe-

riodic. De fapt, din modul in care este definit girul, se vede
cd si termenii care preced un grup abed sunt unic determinati
de cifrele a,b,c,d, deci cifrele care preced un grup abed vor
fi mereu aceleasi pentru fiecare repetare a grupului abed. De
aicl rezulta ci sirul este periodic de la inceput. Prin urmare
grupul 6105 va mai aparea in gir. Ne uitam la a doua aparitie
a grupului 6105. Aplicand regula de determinare a termenilor
sirului, deducem ca termenii din stanga grupului 6105 sunt in
ordine: 8, apoi 5, apoi 2, apoi 1, apoi 0, apoi 2, etc, deci
o secventa din sir este: ...2012586105..., adica secventa 2012
este in girul dat.

Problema 2. Sa se determine numerele naturale n si p
pentru care numerele p, p+3", p+3"1 p+3725i p4 373
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sunt simultan prime.

M. S. Pop

Solutie: Daca p > 3 atunci p este impar si deci p + 3",
de exemplu, este sigur numar par, mai mare decat 2, asadar
nu poate fi numar prim. Raméne p = 2.

Numerele devin

2, 243", 243" 24 32 9 4 3nt3,

Daca n = 0 obtinem numerele 2, 3, 5, 11, 29 care sunt
prime.

Daca n = 1 obtinem numerele 2, 5, 11, 29, 83 care sunt
prime.

Pentru n = 2 numirul 2 + 3"*3 are ultima cifra 5, este
mai mare decat 5, deci nu este prim.

Pentru n = 3 numirul 2 + 3"*2 are ultima cifrd 5, este
mai mare decat 5, deci nu este prim.

3%%+1 este 3, pentru

Sa observam ca ultima cifra a lui
orice k numar natural.

Atunci, pentru n = 4k, numarul 3! are ultima cifra 3
si de aici, pentru k& > 1, numirul 2 + 3" nu e prim.

Pentru n = 4k + 1, numarul 3" are ultima cifra 3 si de
aici, pentru k£ > 1, 2 4+ 3" nu e prim.

Pentru n = 4k + 2, numarul 3"*3 are ultima cifrd 3 si de
aici 2 + 3"*3 (avand ultima cifrd 5 gi fiind mai mare decat 5
pentru orice k > 0) nu e prim.

Pentru n = 4k + 3, k > 0, numarul 3"*2 are ultima cifra
3 si de aici 2 + 3" nu e prim.

In concluzie, toate numerele sunt prime daci p = 2, n =
Osaup=2, n=1.



Problema 3. Fie M mijlocul laturii BC' a triunghiului
ascutitunghic ABC. Pe laturile AB si AC se construiesc,
in exterior, triunghiurile isoscele ABD si ACE astfel incat
AB = AD, AC = AE, iar unghiurile DAB si CAFE si fie

1
suplementare. Demonstrati ca AM = 3 DE.

Olimpiada Leningrad (Sankt Petersburg)

Solutie: Fie N simetricul lui A fatd de M.

In patrulaterul ABNC' diagonalele se injumititesc, deci

ABNC este paralelogram.

Atunci BN = AC = AE, AB=AD si

m(<<ABN) = 180° — m(<BAC).

In plus, m(<DAE) = 360°—m(<BAC)— (m(<DAB)+
m(<CAE)) = 360° — m(<BAC) — 180° = m(<ABN).

Din cele de mai sus rezultd cda AABN = ADAE (LUL).

Atunci AN = DFE, de unde AM = %AN = %DE.

Solutie alternativa: (la nivel de clasa a VIIl-a, dar
primita de la multi copii; schita)
Se scrie teorema cosinusului in triunghiurile ABC si ADFE
si se tine seama de faptul cda AD = AB, AF = AC si ca
unghiurile <BAC si <DAFE sunt suplementare. Adunéand
relatiile obtinute, rezultd DE? + BC? = 2(AB?* + AC?), de
unde, folosind teorema medianei, rezultda DE* = 2(AB? +
AC?) — BC? = 4AM? si concluzia.

Observatie. Conditia ca triunghiul sa fie ascutitunghic
este inutila.

Problema 4. Pentru n numar natural rezolvati, in
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multimea numerelor intregi, ecuatia
ot oyt = 13"
Manuela Prajea
Solutie: Daca n = 0 ecuatia devine
gt oyt =1

cu solutiile (£1;0) si (0; £1).

Daca n # 0, atunci 13" este divizibil cu 13.

Orice numar intreg p da la impartirea cu 13 unul din res-
turile 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12. Atunci p? di la impartirea
cu 13 unul din resturile 0,1,3,4,9,10,12, iar p* unul din resturile
0,1,3,9. Se observa ca singura varianta care poate conduce la

ot + oyt =13"

este cea cu z*, y* divizibile cu 13, adica cea cu x, y divizibili
cu 13.

Daca (x,y) este o solutie a ecuatiei din enunt, cu n > 0,
atunci x = 13z, y = 13y, unde 21 + y{ = 13"*. Daca
n—4 >0 gisim ci x; = 1329, y1 = 13ys si 25 + y5 = 13775,
Continuam procedeul pana cand, dupa k pasi, ajungem la
ecuatia :L‘% + y,ﬁ = 13""% unde r = n — 4k € {0,1,2, 3} este
restul impartirii lui n la 4.

Dacd r € {1,2,3} (adicd n nu este divizibil cu 4) atunci
am vazut ca xr = 132511, yr = 13yra1, deci membrul stang
este divizibil cu 13* in vreme ce membrul drept nu este divizi-
bil cu 13*. Prin urmare, daci n nu este divizibil cu 4, ecuatia
nu are solutii.

Dacd r = 0 (adica n este divizibil cu 4) rezultd ca
(g, yr) € {(—1,0), (1,0), (0,—1), (0,1)}, de unde obtinem
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(z,y) € {(£13™,0), (0,£13™)}, unde m = g.
In concluzie, dacd n nu este divizibil cu 4 atunci ecuatia
nu are solutii, iar daca n = 4m, m € N, atunci ecuatia are

solutiile (£13™,0) i (0, £13™).



