Problema 1. Si se determine numerele naturale abe
astfel incat a® + b? + ¢ si fie patratul unui numar prim de
forma 3k + 2, k € N.

1. Coroian

Solutie: Deoarece a, b, ¢ sunt cifre avem
a? <81, v¥* <81, & <38l.

Cum

a® + b+ & = (3k + 2)*

deducem ci

(3k+2)2 <243 (1).

Din (1), tindnd cont de faptul ci 3k 4+ 2 este numdar prim,
obtinem k& € {0, 1, 3} si atunci a® +0* + ¢ € {4, 25, 121}.

Analizand toate cazurile obtinem abe poate fi: 200, 269,
296, 304, 340, 403, 430, 500, 629, 667, 676, 692, 766, 926, 962.

Problema 2. Fie triunghiul echilateral ABC'.

Pe laturile (BC'), (CA), (AB) se considera punctele
M, N si P, asfel incat: m(N/\BC’) = x°, m(m) = 2x°,
m(@ ) = 3x°.

a) Ardtati ca triunghiul BPN este isoscel.

b) Dacd = = 15°, demonstrati ca MN L AC.

Mircea Franu, Bucuresti

Solutie:



a) Unghiul BN A este exterior triunghiului BNC'si atunci
m(B/N\A) = 60° + z°.

Cum
m(PNB) =m(BNA) —m(PNA)

deducem ca
m(PNB) = 60° —2° (1),
Pe de alta parte,

adica
m(PBN) =60°—z° (2).

Din (1) si (2) deducem ca triunghiul BN P este isoscel, cu
[PB] = [PN].
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b) Dacd = = 15° atunci m(ﬁV\B) = m(P/BU\V) = 45° si
m(BPM) = 45°.

Din m(BPM) = 45° si m(PBN) = 45° rezulti PM L
BN si cum m(ﬁV\B) = 45° obtinem ca m(@) = 45°.

Acum, din [PB] = [PN]; [PM] laturd comuna si
BPM = NPM (= 45°) deducem ca APBM = APNM,
de unde m(m) =60° (3).
Din (3), folosind faptul ci m(ﬁV\A) = 30°, obtinem c&
m(ANDM) = 90°, adicda MN L AC.

Problema 3. Si se determine numerele naturale a, b, c,
1

mai mari decat 1 pentru care — + 5 + — este numar natural.
a c

* ok %

1 1
Solutie: Relatia — + 7 + — fiind simetrica in a, b, ¢
a c

putem presupune a < b < c.
Cumc¢>b>a > 2, avem

1 1 n 1 < 3
a b ¢ 2
1 1 1
deci — 4+ -+ - =1.
a b 1 1 3
Daca a > 4 atunci — + -4+ — < — < 1, deci acest caz nu
a b ¢ 4
este posibil. Rezultd cd a € {2,3}.
1 1 1
Daca a = 2 trebuie ca R + - = X Daca b > 5 atunci
c
1 1 2

1
; + - < - < o Rezulta atunci ca b € {3,4}.



Pentru b = 3 rezulta ¢ = 6, iar daca b = 4 rezulta a = 4.
1 2
Daca a = 3 trebuie ca R + - = 3 Daca b > 4 atunci
c

1 1 1 2
E - < 3 < 3 Rezulta atunci ca b = 3.
Pentru b = 3 rezulta ¢ = 3.

In concluzie, renuntand la conditia a < b < ¢, obtinem
cd (a,b,c) poate fi (3,3,3); (2,4,4); (4,2,4); (4,4,2); (2,3,6);
(2,6,3); (3,2,6); (3,6,2); (6,2,3); (6,3,2).

Problema 4. Numarul prim p are urmatoarea proprie-
tate: restul r, al impartirii lui p la 210 este un numar compus
i poate fi reprezentat ca suma de doua patrate perfecte.

Sa se determine numarul 7.

Olimpiada Nationala, Republica Moldova

Solutie: Din enunt avem
p =210k +r, r < 210

sau
p=2-3-5-T-k+r

Deoarece p este numar prim rezulta ca r nu poate avea in
descompunerea sa in factori nici pe 2, nici pe 3, nici pe 5,
nici pe 7. In caz contrar, ar rezulta ci p este unul din aceste
numere, caz 'in care am obtine k£ = 0 si p = r ceea ce nu se
poate deoarece p este numar prim, iar 7 numar compus.

Atunci r € {11%; 11-13; 11-17; 11-19; 13?}.

Prin calcul se constats ci numai r = 132 = 122 4+ 52 se
scrie ca suma a doua patrate perfecte nenule. Deoarece in u-
nele carti este considerat si 0 ca fiind patrat perfect, probabil
ca in enunt, trebuia preciazat ca este vorba de patrate perfecte
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nenule. In caz contrar, si 112 se scrie ca 0% 4+ 112, deci se gi-
sesc doua numere, 121 si 169, care ar putea eventual indeplini
conditiile din enunt. Mai raméane sa aratam ca exista numere
prime care impartite la 210 chiar dau aceste resturi. Alegand
k = 1, gasim numerele p = 331 si p = 379 care sunt prime si
dau la impartirea cu 210 chiar resturile dorite, anume 121 si
respectiv 169.
In concluzie r € {121,169},




