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Problema 1. Determinati numerele intregi a si b pentru care — + 3 + i 4.
a a

Adriana si Lucian Dragomir, Revista RMCS, nr. 26 (2008)

Solutie: Fie a si b numere intregi care verifica relatia din enunt. Evident a si
b trebuie sa fie nenule. Eliminand numitorii, se ajunge la (4b — 2)a = b + 3.
Deoarece 4b — 2 # 0 pentru b € Z, rezulta ca a = %, deci este necesar ca
4b — 2 sa divida b 4+ 3. Atunci 4b — 2 divide 4b + 12 si 4b — 2, deci si pe 14.
Agadar 4b — 2 € {—14, —2, 2, 14} (am enumerat divizorii lui 14 care dau rest 2 la
impartirea cu 4). Gasim ca b € {3, 0, 1, 4}.

Daca b = —3 rezulta a = 0 ceea ce nu convine.

Cazul b = 0 nu convine.

Pentru b = 1 rezulta a = 2, numere despre care se verifica imediat ca satisfac
relatia data.

1
Pentru b = 4 gasim a = 3 ¢ 7. care nu convine.

Asadar singurele numere care verifica relatia data sunt a =2, b = 1.

Problema 2. Un numar de cinci cifre A se scrie numai cu cifre din multimea
{2,3}, iar numarul de patru cifre B se scrie numai cu cifre din multimea {3,4}.
Este posibil ca produsul A - B sa se scrie numai cu cifra 27

Solutia 1:

Avem ca 22222 < A < 33333 si 3333 < B < 4444 deci 22222 - 3333 < A-B <
33333 - 4444 adica 74065926 < A - B < 148131852. Asadar A - B are 8 sau 9 cifre
dar e mai mare decat 22222222 si mai mic decat 222222222 deci nu poate avea
toate cifrele egale cu 2.

Solutia 2:

Presupunem ca ar exista A si B cu proprietatea dorita si consideram doua aseme-
nea numere. Analizand ultima cifra a numerelor A si B constatam ca trebuie ca A
sa aiba ultima cifra 3, iar B ultima cifra 4. Examinand acum cifra zecilor, pentru
ca cifra zecilor produsului A - B sa fie 2 trebuie ca A si B sa aiba, ambele, cifra
zecilor 3. Examinand acum cifra sutelor, pentru ca cifra sutelor produsului A - B
sa fie 2 trebuie ca A si B sa aiba, ambele, cifra sutelor 3. Examinand acum cifra
miilor, pentru ca cifra miilor produsului A - B sa fie 2 trebuie ca A si B sa aiba,
ambele, cifra miilor 3, deci B = 3334. Verificam acum imediat ca nici 23333 - 3334,
nici 33333 - 3334 nu se scriu numai cu cifre 2, deci presupunerea facuta este falsa,
adica nu exista numere cu proprietatea din enunt,.
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Problema 3. Determinati numerele naturale nenule n pentru care egalitatea

{:c}—i—{x—l—%}:{nx}—k%

este adevarata pentru orice x € R.

Lucian Dragomar
Solutie:
Pentru ca egalitatea trebuie sa aiba loc pentru orice x € R, ea trebuie sa aiba loc,

1
printre altele, pentru x = —. Rezulta ca
n

({30

1
Daca n > 3 aceasta relatie revine la 0 = —| fals. Asadar pentru n > 3 egalitatea
n

din enunt, nu are loc pentru orice z € R. Raman de tratat cazurile n =1 gi n = 2.

e Pentrun = 1 egalitatea din enunt devine {z}+{x+1} = {z}+1, adica {z+1} =1
care nu este adevarata pentru orice z € R (este chiar falsa pentru orice x € R).

1 1
e Pentru n = 2 egalitatea din enunt revine la {z} + {:c + 5} = {2z} + 3 adica

2 2

este identitatea lui Hermite!? si este adevaratd pentru orice z € R.

1 1 1 1
lax—[z]+o+=— {xjt—} :293—[295]4—5, deci la [22] = [z] + [:E—i—ﬂ,care

In concluzie, singurul numar natural nenul pentru care egalitatea din enunt, are loc
pentru orice z € R este n = 2.

Problema 4. In interiorul pitratului ABCD se considerd doud puncte, M si
N, astfel incat m(LMAN) = m(LMCN) = 45°, M € Int(£NAD). Suprafetele
triunghiurilor MAD, MCN si NAB se coloreaza cu rosu, iar suprafetele triunghi-
urilor MCD, MAN si NCB se coloreaza cu albastru.

Aratati ca suprafata colorata cu rosu si suprafata colorata cu albsatru au aceeasi
arie.

Revista Kvant, 2002

I vezi materialul teoretic de la etapa a doua

2 Charles Hermite (1822-1901), matematician francez, ro.wikipedia.org/wiki/Charles_Hermite
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Construim, ca in figura de mai sus (cea din dreapta), in exteriorul patratului,
triunghiurile ADCN’ = ABCN si AABM' = AADM, cu alte cuvinte ,,rotim”
triunghiurile CN B si AM D cu 90° in sensul acelor de ceasornic, in jurul punctului
C, respectiv 1n jurul punctului A.

Atunci m(ZMCN') = m(LMCD) + m(£LDCN') = m(LMCD) + m(£BCN) =
90° — m(LMCN) = 45° i, analog, m(LNAM') = m(LNAM) = 45°. Cum
CN' = CN gi AM'" = AM (din constructie), rezulta ca AMCN' = AMCN i
ANAM' = ANAM (L.U.L.). De aici rezulta ca MN' = MN = M’'N, deci si
AMDN' = AM'BN (L.L.L.).

In concluzie, avem ca aria suprafetei albastre (din interiorul patratului) este

Aapen + Aacom + Aavan = Aapen' + Aacom + Aanan =
Aanvien' + Aarvipn' + Aanvian = Aanvien + Aanvrsy + Aayran =

Aanen + Aaane + Aaavs = Aavon + Aaans + Aaamb,

adica egala cu aria suprafetei rosii din interiorul patratului.



