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Problema 1. Aratati ca:
1 3 5 2013

- 1
a)sto gty gt 9. 42014 =
b>1+ 2 N 3 . 4 . 5 . 2012 . 2013 _y
2'1-3'2.4"1-3.52.4-6 1-3-...-2013 ' 2-4-...-2014 =
ok ok
Solutie:
a) Putem scrie ca S nOt'1+ 3 + 0 I 2013
utrtem Il = — —
797924246 2.4....-2014
21 4—1+6—1+ . 2014 -1
2 2.4  2-4-6 2.4-...-2014
9 1+4 1+ 6 1 L 2014 1 B
9 2924 2.4 ' 2.4.6 246 2.4....-2012-2014 2-4-...-2014
1 1 1 1 1 1 1
1—=+=— + +ot

22 2.4 24 246 2-4-...-2012  2-4-...-2014°
Observam ca fiecare fractie negativa, cu exceptia ultimeia, este urmata in suma de
opusul ei. Acesti termeni se reduc agsadar, iar suma ramasa este

1
S =1-— 5 4. 2014 care este evident mai mica decat 1.

b) Separam termenii sumei in doua grupe: cei cu numitorul par si respectiv cei cu
numitorul impar. Suma fractiilor cu numitorul par este tocmai suma S, calculata
mai sus, despre care am aratat ca este mai mica decat 1. Vom arata ca si suma
termenilor cu numitorul impar este mai mica decat 1. Avem:

gro 2 4 2012 3-1 5-1 o 2013-1 _
7 137135 1-3-...-2013 13 1-3:5 1-3-...-2013
31 b Lo 2013 1 B
1-3 1-3 1-3-5 1-3-5 1-3-...-2011-2013 1-3-...-2013
1 1 n 1 1 n L 1 1
1-3 1-3 1-3-5 1-3-...-2011 1-3-...-2013°
Ca si la suma S, fiecare fractie negativa, cu exceptia ultimeia, este urmata in
1
suma de opusul ei, prin urmare S, =1 — , care este evident mai

1-3-5-...-2013
mica decat 1.
Prin urmare, suma cautata, S; + Ss, este mai mica decat 2.
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Problema 2. In fiecare patratel al unei table 10 x 10 este scris cate un numar
real. Emilia a calculat toate produsele de doua numere scrise in patratele diferite
ale tablei si a constatat ca exact 1000 dintre aceste produse erau negative. De cate
ori aparea numarul 0 printre numerele cu care era completata tabla? Gasiti toate
raspunsurile posibile.

Concursul Naboj, Cehia si Slovacia, 2011

Solutie:

Daca notam cu p, n numarul de numere pozitive, respectiv negative din patratelele
tablei, avem ca 0 < p < 100 i 0 < n < 100 (sunt 10 x 10 = 100 de numere in
tabel). De asemenea trebuie ca n + p < 100, diferenta 100 — n — p reprezentand
numarul, cautat, de numere egale cu 0 aflate in tabel. Produse negative se obtin
numai inmultind un numar pozitiv cu unul negativ, agadar avem n - p = 1000.
Analizand posibilitatile, gasim variantele {n,p} = {10,100}, {n,p} = {20,50} si
{n,p} = {25,40}. Prima varianta nu respecta n +p < 100. Raman celelalte doua,
pentru care numarul de zerouri este 100—20—50 = 30, respectiv 100—25—40 = 35.
Se verifica usor ca ambele variante sunt intr-adevar posibile.

Asadar numarul de zerouri poate fi 30 sau 35.

Problema 3. Un triunghi ABC din hartie a fost indoit dupa o dreapta ast-
fel incat varful C' a ajuns pe latura (AB), iar partile care au ramas neacoperite
reprezinta triunghiuri isoscele la care laturile congruente se intalnesc in A, respectiv
B. Determinati masura unghiului ZACB.

Concurs Rusia

Solutie:

Consideram ca dreapta dupa care a fost facuta indoirea intersecteaza laturile (AC)

si (BC) in M, respectiv N, iar varful C' ajunge pe (AB) in punctul D. Stim ca

AM = AD ¢i BN = BD; de asemenea, /M DN = ZMCN.

180° — m(ZA)
2

. Considerand unghiurile formate in D, avem

Din triunghiul isoscel M AD avem m(£MDA) =
180° — m(£B)
2
180° — m(LA)
2
de unde 2m(£C)—m(LA)—m(£B) = 0°. Cum m(ZLA)+m(£LB)+m(£LC) = 180°,
gasim ca m(£C) = 60°.

. Analog se obtine

ca m(LNDB) =

180° — m(Z/B)
+

+m(£C) = 180°,




Problema 4. Fie ABP un triunghi isoscel cu AB = AP si unghiul ZPAB ascutit.
Pe dreapta perpendiculara pe PB in punctul P se considera un punct C, situat
in acelasi semiplan determinat de PB ca si A, dar nesituat pe dreapta AB. Fie
D punctul pentru care ABCD este paralelogram, iar M punctul de intersectie a
dreptelor PC' gi DA. Aratati ca M este mijlocul segmentului [DA].

Olimpiada Marea Britanie, 1998

Solutia 1: Fie @ mijlocul lui [BP] si R punctul de intersectie a dreptelor BC
si AQ. Triunghiul ABP fiind isoscel, AQ este inaltime, deci paralela cu PC.
Atunci [RQ)] este linie mijlocie in triunghiul BC'P, deci R este mijlocul lui [BC].
Deoarece AR || CM si RC || AM, patrulaterul AMCR este paralelogram, deci
AM = RC = %BC = %AD7 de unde concluzia.



M

Solutia 2: Fie S punctul de intersectie a dreptelor AB gi PC. Din triunghiul
dreptunghic ZBPS, avem m(£BSP) = 90° — m(£ZSBP) = 90° — m(£LAPB) =
m(£SPA), deci triunghiul SPA este isoscel, cu AS = AP. Atunci AS = AP =
AB = CD si, cum AS || CD, rezulta ca ASDC este paralelogram, deci diagonala
[C'S] injumatateste diagonala [AD], adica M este mijlocul segmentului [AD].
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