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Problema 1. Aratati ca pentru orice numar natural nenul n are loc inegalitatea
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Solutie: Definind 0! = 1, avem pentru orice k € N, k > 1
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Folosind relatia (x) pentru fiecare k = 1,2, ...n, obtinem ca
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Problema 2. Demonstrati ca printre oricare 10 numere naturale consecutive mai
mari decat 1, exista unul care sa fie multiplu al unui numar prim mai mare decat
10.

Manuela Prajea

Solutie: Printre cele 10 numere vor fi 5 numere impare. Cel mult doua dintre
acestea sunt divizibile cu 3, exact unul este divizibil cu 5 si cel mult unul este di-
vizibil cu 7. Ramane cel putin un numar impar care nu este divizibil nici cu 2, nici
cu 3, nici cu 5 gi nici cu 7, deci este multiplu al unui numar prim mai mare decat 10.

Intr-adevar, numerele impare divizibile cu 3 sunt cele de forma 6k + 3 iar distanta
dintre doua asemenea numere este 6, deci printre 10 numere naturale consecutive
nu putem avea 3 asemenea numere caci distanta dintre cel mai mic si cel mai mare
ar fi 12. Exact unul din aceste numere se termina cu cifra 5 adica este multiplu
impar al lui 5. Numerele impare divizibile cu 7 sunt cele de forma 14k +7; distanta
dintre doua numere de aceasta forma fiind 14, printre 10 numere naturale consec-
utive putem avea cel mult un numar impar divizibil cu 7.
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Problema 3. Piastrii sunt monede care au proprietatea ca fiecare cantareste exact
cat valoarea ei. Avem cinci monede cu valorile: 1, 2, 3, 5 si 10 piagtri. Una dintre
aceste monede este falsa, adica greutatea ei nu coincide cu valoarea ei. Cum se

poate determina moneda falsa folosind numai o balanta?
* %k

Solutie: Comparam mai intai 2,3,5 cu 10. Daca balanta sta in echilibru atunci 1
este moneda falsa. Daca balanta se inclina, comparam 2,3 cu 5. Daca balanta sta
in echilibru atunci 10 este moneda falsa.

I. Daca balanta se inclina spre 5 atunci fie 5 este falsa (mai grea decat trebuie),
fie una din monedele 2,3 este prea usoara.

Comparam 1,2 cu 3. Daca balanta sta in echilibru moneda falsa este 5. Daca se
inclind spre 1,2 atunci 3 este moneda falsa (este prea ugoara), iar daca balanta se
inclina spre 3 atunci 2 este moneda falsa (prea ugoara).

IT. Daca balanta se inclina spre 2,3 atunci fie 5 este falsa (mai ugoara decat tre-
buie), fie una din monedele 2,3 este prea grea.

Comparam 1,2 cu 3. Daca balanta sta in echilibru moneda falsa este 5. Daca se
inclind spre 1,2 atunci 2 este moneda falsa (este prea grea), iar daca balanta se
inclina spre 3 atunci 3 este moneda falsa (prea grea).

Problema 4. Spunem ca un numar este five-summable daca el se poate scrie ca
suma a cinci numere de doua cifre astfel incat oricare doua cifre ale acestor numere
sa fie distincte.

a) Aratati ca orice numar five-summable este divizibil cu 9.
b) Cate numere five-summable exista?
¢) Rezolvati in multimea numerelor five-summable ecuatia x 4+ y = z.

Manuela Prajea

Solutie:

Un numir five-summable este de forma @ = ab+cd+ef+gh+10, unde a, b, ¢, d, e,
f, g9, h,isunt 1,2, 3,4, 5,6, 7,8, 9, nu neaparat in aceasta ordine.

a) Avem x = 10(a+c+e+g+i)+(b+d+ f+h) §i, cum a+b+c+d+e+ f+g+h+i =
14+2+3+4+5+6+7+8+09, rezultd © = 10(a+c+e+g+i)+45—(a+c+e+g+i) =
Ya+c+e+g+i)+45=9(n+5) unde n = a+c+e+ g+i. Asadar, orice numar
five-summable este divizibil cu 9.

b) Valorile posibile ale numarului n sunt numerele naturale de la 15 la 35:

15 =1424344+45,16 = 142434446, 17 = 14+24+3+4+7, 18 = 1+2+3+4+38,
19 =1424+3+4+9,20 = 142434549, 21 = 14+24+3+6+9, 22 = 1+24+34+7+9,
23 =142434+849,24 = 14+244+8+9,25 = 14+24+54+8+9, 26 = 1+2+6+8+9,
271 =142+47+8+9,28 = 14+3+7+8+9,29 = 1+4+7+8+9, 30 = 1+54+7+8+9,
31 =146+7+8+9,32 =2+4+6+7+8+4+9, 33 = 34+6+7+8+9, 34 = 44+6+4+7+8+09.
35 =5+6+7+8+9. (Este evident ca nu se pot obtine valori mai mici decat



15 sau mai mari decat 35.) Asadar sunt 21 de numere five-summable: 9(n + 5) cu
n € {15, 16, ..., 35}, adica 180, 189, 198, ..., 360.

¢) Daca z, y, z sunt five-summable si verifica = + y = z, cum 180 < z,y, z < 360,
singura solutie este x = y = 180, z = 360.



