Subiecte si solutii, clasa a VII-a

1. Determinati numarul perechilor de multimi (A, B) care indeplinesc simultan
conditiile:

a) AUB C {1, 2, ..., 2012},

b) ANB C {1, 2, ..., 1006},

c) A\ B # 2.

Manuela Prajea
Solutie.
Numéardm mai intai perechile (A, B) care indeplinesc conditiile a) si b). Pentru
fiecare din numerele 1, 2, 3, ..., 1006 sunt 4 variante: el poate apartine lui A\ B,

lui AN B, lui B\ A sau si nu apartini nici lui A, nici lui B. Pentru fiecare din
numerele 1007, 1008, 1009, ..., 2012 sunt 3 variante: el poate apartine lui A\ B, lui
B\ A sau s nu apartind nici lui A, nici lui B. Asadar sunt 49 . 31906 asemenea
perechi de multimi........ .. 4 puncte
Dintre aceste perechi trebuie eliminate perechile pentru care A\ B = &. Sa
numaram aceste perechi:

Pentru fiecare din numerele 1, 2, 3, ..., 1006 sunt 3 variante: el poate apartine lui
ANB, lui B\ A sau si nu apartina nici lui A, nici lui B. Pentru fiecare din numerele
1007, 1008, 1009, ..., 2012 sunt 2 variante: el poate apartine lui B \ A sau si nu
apartind nici lui A, nici lui B. Asadar sunt 3196 . 21906 perechi de multimi care nu
satisfac ¢). Prin urmare sunt 4'90¢ . 31006 _ 31006 91006 herechi care satisfac cele trei
PIOPTIEt At L. . o oot e 3 puncte

2. Aflati cel mai mic multiplu al lui 81 care are:
a) numai cifre de 1.
b) o cifrd de 0 si in rest numai cifre de 1.

Solutie.
a) Fie n numdarul de cifre al multiplului cautat. Trebuie ca 10" — 1 sa fie divizibil

cu 35, Stim ci n = ¢(3%) = 2- 3% satisface 10" —1 ° 3%, Din 3% | (10" —1)(10%" 4 1)
si 10% +1 = M9 + 2 rezulta ci 3% | (10%° — 1). Dar 10%° — 1 = (103" — 1)(10%%" +
108 +1) = (10%" — 1)(M9 + 3) = (10¥ — 1)(10*% + 10%° + 1)(M9 4 3) =
(10%* —1)(M9+3)(M9+3) = ... = (103—1)(My+3)(My+3)(My+3) (My+3) = M37
deci este suficient sa alegem n =3*=81............................... 5 puncte
b) Trebuie cel putin 9 cifre de 1; incercdm cu 9 de 1 gi un 0.

Prin verificare se constata ca singurul numér de aceastd formi care e divizibil cu
81 este TTTT1TT10T. ..o e e 2 puncte

Solutie alternativa pentru a):
Din v3(10" — 1) = v3(10 — 1) +v3(n) (lema Lifting the Exponent), rezultd ca pentru

1



ca v3(10™ — 1) = 6 trebuie v3(n) = 4, deci n minim este 3! = 81.

3. Fie dreptunghiul ABCD si punctul M € (BD). Demonstrati ca
MB-MD < MA-MC siprecizati cand are loc egalitatea.

Claudiu-Stefan Popa

Solutie.

Fie O punctul de intersectie a diagonalelor dreptunghiului. Daca M = O avem
evident relatia din enunt.

Daca M # O, de exemplu M € (OB), atunci considerim punctul F intersectia
semidreptei (AM cu cercul circumscris dreptunghiului. Din puterea punctului M,
avem MB-MD = MA-ME..... e 2 puncte
Vom arata ca M E < MC'. Considerand cercul cu centrul in M si de razd M E, acest
cerc intersecteaza cercul circumscris dreptunghiului in F si in simetricul acestuia
fatd de OB. Prin urmare punctul C se afld in exteriorul cercului cu centrul in M
sideraza ME, deci ME < MC. .. ... i 4 puncte
Prin urmare egalitate avem daca gi numai daca M =O................ 1 puncte



