
Subiecte �si solut�ii, clasa a VII-a

1. Determinat�i num«rul perechilor de mult�imi (A, B) care ��ndeplinesc simultan
condit�iile:
a) A ∪B ⊆ {1, 2, ..., 2012},
b) A ∩B ⊆ {1, 2, ..., 1006},
c) A \B 6= ∅.

Manuela Prajea

Solut�ie.
Num«r«m mai ��nt¥i perechile (A, B) care ��ndeplinesc condit�iile a) �si b). Pentru
fiecare din numerele 1, 2, 3, ... , 1006 sunt 4 variante: el poate apart�ine lui A \ B,
lui A ∩ B, lui B \ A sau s« nu apart�in« nici lui A, nici lui B. Pentru fiecare din
numerele 1007, 1008, 1009, ... , 2012 sunt 3 variante: el poate apart�ine lui A\B, lui
B \ A sau s« nu apart�in« nici lui A, nici lui B. A�sadar sunt 41006 · 31006 asemenea
perechi de mult�imi. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .4 puncte
Dintre aceste perechi trebuie eliminate perechile pentru care A \ B = ∅. S«
num«r«m aceste perechi:
Pentru fiecare din numerele 1, 2, 3, ... , 1006 sunt 3 variante: el poate apart�ine lui
A∩B, lui B\A sau s« nu apart�in« nici lui A, nici lui B. Pentru fiecare din numerele
1007, 1008, 1009, ... , 2012 sunt 2 variante: el poate apart�ine lui B \ A sau s« nu
apart�in« nici lui A, nici lui B. A�sadar sunt 31006 · 21006 perechi de mult�imi care nu
satisfac c). Prin urmare sunt 41006 · 31006− 31006 · 21006 perechi care satisfac cele trei
propriet«t�i. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3 puncte

2. Aflat�i cel mai mic multiplu al lui 81 care are:
a) numai cifre de 1.
b) o cifr« de 0 �si ��n rest numai cifre de 1.

∗ ∗ ∗

Solut�ie.
a) Fie n num«rul de cifre al multiplului c«utat. Trebuie ca 10n − 1 s« fie divizibil

cu 36. S�tim c« n = ϕ(36) = 2 · 35 satisface 10n− 1
... 36. Din 36 | (1035 − 1)(103
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+ 1 =M9 + 2 rezult« c« 36 | (1035 − 1). Dar 103
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4 − 1)(M9 + 3) = (103
3 − 1)(102·3

3
+ 103

3
+ 1)(M9 + 3) =
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3−1)(M9+3)(M9+3) = ... = (103−1)(M9+3)(M9+3)(M9+3)(M9+3) = M37

deci este suficient s« alegem n = 34 = 81. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .5 puncte
b) Trebuie cel put�in 9 cifre de 1; ��ncerc«m cu 9 de 1 �si un 0.
Prin verificare se constat« c« singurul num«r de aceast« form« care e divizibil cu
81 este 1111111101. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 puncte

Solut�ie alternativ« pentru a):
Din v3(10

n−1) = v3(10−1)+v3(n) (lema Lifting the Exponent), rezult« c« pentru
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ca v3(10
n − 1) = 6 trebuie v3(n) = 4, deci n minim este 34 = 81.

3. Fie dreptunghiul ABCD �si punctul M ∈ (BD). Demonstrat�i c«
MB ·MD ≤MA ·MC �si precizat�i c¥nd are loc egalitatea.

Claudiu-S�tefan Popa

Solut�ie.
Fie O punctul de intersect�ie a diagonalelor dreptunghiului. Dac« M = O avem
evident relat�ia din enunt�.
Dac« M 6= O, de exemplu M ∈ (OB), atunci consider«m punctul E intersect�ia
semidreptei (AM cu cercul circumscris dreptunghiului. Din puterea punctului M ,
avem MB ·MD = MA ·ME. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2 puncte
Vom ar«ta c«ME < MC. Consider¥nd cercul cu centrul ��nM �si de raz«ME, acest
cerc intersecteaz« cercul circumscris dreptunghiului ��n E �si ��n simetricul acestuia
fat�« de OB. Prin urmare punctul C se afl« ��n exteriorul cercului cu centrul ��n M
�si de raz« ME, deci ME < MC. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 puncte
Prin urmare egalitate avem dac« �si numai dac« M = O. . . . . . . . . . . . . . . . 1 puncte
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