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CLASA A VII-A - BAREM DE CORECTARE

Problema 1. Aratati ca pentru orice numar real z au loc inegalitatile:

a) a8+ 2% +1> a2+, G.M.-B nr. 6-7-8/2015
b) 2% + 23 +1 > 2" + 24,

)+ +23+1>a" + .

Solutie

a) Rescriem inegalitatea succesiv 28 +2° —z*—2+1 > 0, 28+2*(x—1)— (z—1) > 0,
P+ (zt—1)(z—1) >0, 2%+ (2 + 1)(z + 1)(z — 1)? > 0. Dacd z > —1 membrul
stang este o suma de doua numere nenegative care nu sunt simultan 0, deci este
POz IV, oo 1p
Pe de alta parte, inegalitatea din enunt se poate rescrie echivalent 1 + z(z7 + 2% —
23 —1)=1+x(x*—1)(2® +1). Dacd v < —1 atunci 2° < —1, iar 2* > 1, deci
' —1>0,2%-1<0, deci z(z? — 1)(2® + 1) > 0, de unde concluzia. ........ 1p

1
b) Se poate proceda ca la a) sau observa ca punand x = — in inegalitatea de la a)

Y
se obtine ca y® + 2 + 1 > 3y + y*, Vy # 0, inegalitatea fiind evidentd si pentru

U= 0 3p
c)Dacd x >0, atunci 28+ 2 + 23 +1—a" —z =25+ 22+ (z — 1)(z" = 1) > 0
pentru c& numerele x — 1 i 7 — 1 au acelasi semn. .......................... 1p

Dacid z < 0, atunci 28 + 2> + 2> + 1 — 2" —z = 285+ 1 —2(2a®> — 1)(z* — 1) =
%+ 1 —z(2? — 1)*(2* + 1) > 0, primul termen fiind pozitiv, in timp ce al doilea
este Nenegativ. ... 1p

Problema 2. Care este cel mai mic numar natural nenul care se scrie atat ca
suma a 2015 numere naturale care au o aceeasi suma a cifrelor, cat si ca suma a
2016 numere naturale care au o aceeagi suma a cifrelor 7 (Suma cifrelor numerelor
din prima suma gi suma cifrelor numerelor din cea de-a doua suma nu trebuie sa
fie neaparat egale.)
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Solutie:
Pentru un numar natural N vom nota cu s(N) suma cifrelor sale. Se stie ca
s(N)=N (mod 9), VN € N.

Fie n numarul cautat. Atunci exista aj,as,..., a5 cu s(a;) = s(az) = ... =
S(CL2015> = S §1 bl,bg,...,bg()lﬁ cu S(bl) = S(bQ) = ... = S<b2016) = ¢ astfel ca
n:a1+a2+...+a2015:b1+b2+...+b2016.

Atunci n = s(by) + s(b2) + ... + s(b2o16) = 20168’ =0 (mod 9), deci 9 | n. ....2p

Dar n = s(ay) + s(ag) + ... + s(az15) = 2015s (mod 9) si (2015,9) = 1 implica



9|s. Cum s # 0, rezulta s > 9, deci a; > 9, de unde n > 2015-9 = 18135. ...3p
Vom arata ca numarul cautat este chiar 18135. Evident el se scrie a;+as+. . .4+aqo15
cua; =9, Vi=1,2015.

Vom arita in continuare ca el se scrie ca by + by + ... 4 bagig, cu b; € {1, 10} (deci

cu s(b;) =1, Vj).

Alegand by = by = ... = b, = 10 §i bgyy = bryo = ... = by = 1, trebuie ca
b1+ by~ ...+ bogig = 2016 + 9k = 18135. Rezulta k = 1791, deci 18135 se scrie ca
suma a 2016 numere care au suma cifrelor 1. ......... ... ... ... ... ... 2p
Observatie: Exista si alte alegeri ale numerelor by, bs, . . ., bygig, U numai cu s’ = 1.

Problema 3. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si A", B, C’ picioarele inaltimilor
din A, B, respectiv C. Fie t tangenta in A la cercul circumscris triunghiului ABC.
a) Aratati ca t este paralela cu B'C".

b) Daca B gi C" sunt proiectiile lui B, respectiv C', pe t, demonstrati ca A’'B”
este paralela cu AC, iar A'C" este paralela cu AB.

c)Fie {X} =A'B'"NABsi {Y} = A/C"NAC, X’ mijlocul lui [BB"] i Y’ mijlocul
lui [CC"]. Demonstrati ca dreptele X X’ i Y'Y’ sunt paralele.

Solutie:

a) Patrulaterul BC' B'C” este inscris in cercul de diametru [BC|, deci m(ZLAC'B’) =
180°—m(£B'C'B) = m(£LACB). Dar unghiurile ZAC B si B” AB subintind acelasi
arc, AB, deci sunt congruente. Rezulta ca /B"AC" = ZAC'B’, ceea ce implica
paralelismul cerut. . ... .. 2p
b) Patrulaterul AB”BA’ este inscris in cercul de diametru [AB], deci Z/B"A'B =
/B"AB = ZACB, de unde rezulta ca B"A’ || AC.

Analog rezulta ca C"A' || AB. ..o i 2p
¢) Din cele de mai sus rezulta ca AXA'Y este paralelogram, deci A AXA" =
AAYA. Pe de alta parte, ABXB" ~ AAXA i AAYA' ~ ACY(C”, de

% " ¢ . / _ o . XC B"B
unde AB"XB ~ ACY(C". Rezulta ca /B"BX = ZCC"Y i YEB oo
BX'
oy deci triunghiurile X BX’ si YC"Y” sunt asemenea. Obtinem ca /BX'X =
LC"Y'Y g1, cum BB || CC”, rezulta concluzia. ..................... ..., 3p
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