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Problema 1. Demonstrati ca daca a,b,c > 0 sunt numere reale, atunci are loc
inegalitatea

a? b2 2 9
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be(b+ ) +ca(c—|—a) +ab(a+b) “2(a+b+o)

. Vasile Peita
Solutie:

Pentru demonstratie se folosesc: inegalitatea lui Bergstrom:

2 2 2 b 2
a_+_+c_zu, Va,b,c,x,y,z>0 (1)
T Y z rT+y+z
dubla inegalitate
b 2
ab+bc+ca§—(a+ +) <at+ b+ (2)

care se demonstreaza ugor (ambele inegalitati revin la (a—b)*+(b—c)*+(c—a)? > 0)
si
(a+b+c)?

be <
Wwe= "oy

(3)

care rezulta din inegalitatea mediilor.

Amplificand fractiile cu a?, b?, respectiv ¢?, obtinem:
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(a+b+c)
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Egalitate avem daca si numai daca a = b = c.

Remarca: Pare tentant sa incercam sa aplicam inegalitatea (1) direct:
2 2 2 ) 2 ?
a N b N c S (a+b+c) 2
be(b+c¢)  calc+a) abla+b) — a?b+ a’c+ba+b2c+ ca+ b

Avem

——  deci ar fi suficient sa demonstram inegalitatea marcata cu ,,?”.
2(a+b+c)

Aceasta revine la 2(a + b+ c)® > 9(a?b+ a*c + b?a+ b*c + 2a + ¢*b), care insd este
falsa (de exemplu pentru a = b =1, ¢ = 0,1 ea revine la 18,522 > 19,98, evident
fals).
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Solutie alternativa (,,brute force”):
Se elimina numitorii si, cu notatiile clasice pentru sume Muirhead,

cicl.

inegalitatea din enunt se rescrie echivalent:
[6,0,0] +4[5,1,0] + 2[4,2,0] + 3[4, 1,1] > 7[3,2,1] + 3[2,2, 2],
care este imediat din inegalitatea lui Muirhead.

Problema 2. Fie ABCD un tetraedru regulat si M, N, P, Q) puncte coplanare
astfel ca M € (AB), N € (BC), P € (CD), Q € (DA).
Aratatica MN-NP-PQ-QM > AM - BN -CP - DQ.

Bencze Mihdly, RMT nr. 2/2016
Solutie:
In triunghiul M BN avem
MN? = MB?*+BN?~-2MB-BN cos60° = MB*+BN*~-MB-BN > MB-BN,
ultima inegalitate fiind echivalenta cu (M B — BN)? > 0.
Analog se arata NP? > NC-CP, PQ?*> PD-DQ si QM?»>QA-AM.

inmul‘gind aceste patru relatii obtinem
MN?.NP?.PQ*-QM?>> MB-BN -NC-CP-PD-DQ-QA- AM.

Dar, din teorema lui Menelaus in spatiu,

AM BN CP DQ
MB NC PD QA

1

Y

de unde rezulta AM-BN-CP-DQ = MB-NC-PD-QA. Inlocuind in inegalitatea
de mai sus, obtinem MN? - NP%. PQ*-QM?* > (AM - BN - CP - DQ)?, de unde
rezulta concluzia.

Egalitate avem daca BM = BN = DP = DQ (si deci AM = AQ = CN =CP).



Problema 3. Fie M multimea numerelor naturale care se scriu sub forma
20 — 20
9c _ 9d

cua,b,c,d e N.

a) Aratati ca 2016 € M.

b) Aflati cel mai mic numar natural care nu apartine multimii M.

k k%
Solutie:
a) Avem 2016 = 3263 = 2°- (26 — 1) = 2!' — 2% deci putem scrie, de exemplu,
211 __ 95 .
2016 = ST o0 ceea ce arata ca 2016 € M.
b) Vom arata ca cel mai mic numar care nu apartine multimii M este n = 11.
20 _ b 2a+1 _ 2b+1
Evident, daca un numar se scrie k = 2 od° atunci 2k = e od deci
ke M= 2ke M.
Se verifica ugor ca 0,1 € M. De aici rezulta succesiv ca 2,4,8 € M.
22 20 24— 20 23 — 20 26 20
Apoi 3 = 21_20,5: 22_20,7:—21_20,9:—23_20.
Folosind si remarca de mai sus, rezulta ca 3,5,7,9,6,10 € M.
Prin urmare, toate numerele mai mici ca 11 sunt in M.
In continuare vom demonstra ca 11 ¢ M.
a __ 9b
Presupunand ca exista a, b, c,d € N astfel ca 11 = 5c _od” ar rezulta ci 2% — 20 =
20t 1
11(2¢ — 2%). Putem presupune ci a > b. Atunci ¢ > d gi 11 = 204 ST Tre-

buie agadar ca b =d gi 11(2* — 1) = 2Y — 1, unde = ¢ — d, y = a — b sunt numere



naturale nenule. Ultima egalitate conduce la 11 - 2* — 2Y = 10. Daca x,y > 2,
membrul stang ar fi divizibil cu 4 pe cand membrul drept nu este. Rezulta ca
r =1sauy = 1. Daca x = 1 rezulta 2¥ = 12, imposibil, iar daca y = 1, rezulta
11 - 2% = 12, iaragi imposibil. Prin urmare, 11 nu apartine lui M gi este cel mai
mic numar natural cu aceasta proprietate.

Problema 4. O prisma se numeste binara daca i se pot eticheta varfurile cu cate
un numar din multimea {—1, 1} astfel incat produsul etichetelor varfurilor de pe
fiecare fata sa fie —1.

Demonstrati ca o prisma este binara daca si numai daca numarul de varfuri ale
prismei este divizibil cu 8.

Olimpiada Cuba, 2007
Solutie:

1. Vom arata mai intai ca numarul de varfuri ale unei prisme binare este multiplu

de 8.

Ne uitam la muchiile verticale. Daca una din muchiile verticale ale unei fete
uneste doua varfuri etichetate la fel, atunci cealalta muchie verticala a fetei tre-
buie sa uneasca doua varfuri etichetate diferit i reciproc. Astfel, muchiile verticale
care unesc varfuri etichetate la fel alterneaza cu muchii ce unesc varfuri etichetate
diferit, prin urmare trebuie sa avem un numar par de muchii verticale. Prin ur-
mare bazele sunt poligoane regulate cu un numar par de varfuri. Daca avem n
muchii verticale de fiecare fel, atunci produsul tuturor etichetelor este pe de o
parte 1" - (—1)", pe de alta parte este egal cu produsul dintre produsul etichetelor
de pe baza de sus si produsul etichetelor de pe baza de jos, adica (—1) - (—1).
Deducem ca n este par si, cum prisma are 4n varfuri, numarul total de varfuri ale
unei prisme binare este multiplu de 8.

2. Vom arata ca orice prisma care are un numar de varfuri care este divizibil cu 8
este binara.

Vom arata cum se pot eticheta varfurile astfel incat produsul etichetelor pe fiecare
fata sa fie —1.

Sa etichetam deocamdata toate varfurile fetei de sus cu 1, iar varfurile fetei de jos
alternativ, cu 1 gi —1. (Acest lucru este posibil pentru ca poligonul de la baza are
un numar par de varfuri.) Acum sa alegem o muchie verticala care are in ambele
capete eticheta 1 si sa 1i schimbam etichetele in —1. Astfel produsul etichetelor de
pe fiecare fata verticala este —1, la fel si pe fata de sus. Pe fata de jos, din cele
4n varfuri, 2n + 1 au eticheta —1, deci produsul etichetelor este iarasi —1. Prin
urmare am reusit sa etichetam varfurile astfel ca produsul etichetelor sa fie —1 pe
fiecare fata, agadar prisma este binara.



