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Problema 1. Avem la dispozitie 27 de cuburi din lemn, de marime egala, 9 rosii, 9
albastre gi 9 albe. Se poate forma cu aceste cuburi un cub 3 x 3 x 3 cu proprietatea
ca orice rand (paralel cu vreo muchie a cubului) contine trei cuburi care au exact
doua culori diferite?

S. Fomin, Leningrad (Turneul Oragelor, 1989)

Solutie:

Vom arata ca se pot plasa cuburile astfel incat ele sa aiba un cub mai mare care
sa indeplineasca conditiile problemei.

Vom considera cubul mare ca fiind asezat pe o masa si format din trei straturi:
stratul de jos este format din 9 cuburi mici - cele care intra in contact cu masa -
apoi stratul mijlociu format din alte 9 cuburi mici, cele care au cate o fata comuna
cu cuburile din stratul de jos, si, in fine, stratul de sus, format din alte 9 cuburi
mici.

Cuburile din stratul de jos le aranjam dupa urmatorul model:

Cuburile din stratul din mijloc le aranjam astfel:

In fine, cuburile din stratul de sus le aranjam la fel ca si pe cele din stratul de jos:
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Se verifica usor ca fiecare rand (paralelipiped cu dimensiunile 1, 1 gi 3) este format
din 3 cuburi de lemn, doua avand o culoare, iar cel de-al treilea o alta culoare.

Problema 2. Fie a, b, ¢, d numere reale nenegative cu a+b+c+d = 4. Demonstrati

ca
P+ A+ <a®+br+ S+ dS.

Solutia 1:

Vom demonstra mai intai ca 2"t — 2™ > x — 1 pentru orice z > 0 si orice n € N.
Intr-adevir, relatia de mai sus este echivalentii cu (z — 1)(z" — 1) > 0. Cele dous
paranteze au acelagi semn. Egalitate avem daca x = 1 gi n € N arbitrar sau daca
n =0 si x > 0 arbitrar.

Avem asadar inegalitatile: a® —a®> > a—1,b* =03 >b—-1, 5 —ct* >c—13si
d® —d® > d — 1 (cu egalitate daci si numai dacd a = b =c = d = 1). Adunand
aceste relatii obtinem ca (a®+b*+c°+d°) — (a®* + 03+ c* +d°) > a+b+c+d—4 =0,
adicd a®> +0® + c* +d® < a®+ '+ & + d°.

Egalitatea are loc daca gi numai dacaa=b=c=d = 1.

Solutia 2: (Alezandru Girban)
e Din inegalitatea mediilor avem: 2a3+1 = a®*+a®*+1 > 3a?, 3b*+1 = b*+-b* +-b*+
1> 4, 4P+1 = AP+ 4+ +A+1 > 5t si 5dP+1 = dS+d°+dS+dS+dS+1 > 6d°,
cu egalitate daca gi numai daca a =1, b= 1, ¢ = 1, respectiv d = 1.
3a2—1 4B —1 5ct—1 6d°—1

2 * 3 * 4 * 5
e Astfel, este suficient sa demonstram ca

Obtinem c& a® + b* + & + db >

3a2—1 AP—1 5c—1 6d°—1
S X > a5+t

2 3 4
dic 2+b3+c4+d5>1+1+1+1
icha —4+—4+—+—>=-+-4+-+-.
ey Ty Ty T =273 15
. .1 2 3 . .. . . . S
Adunand 3 + 3 + 1 + £ in ambii membri, aceasta relatie se mai scrie si
a?+1 b*+2 A+3 d+4
>14+1+1+1.
5 + 3 + 1 + e +1+1+
e Aplicand din nou inegalitatea mediilor, avem
2 3 3 4 4 5
a+12a,b+2:b+1+12b,C+3:C+1+1+124sid+4:
2 3 3 4 4 ; 5
d°+1+1+1+1
i +5+ + > d (cu egalitate dacda a = 1, b = 1, ¢ = 1, respectiv d = 1)



2+1 B +2 A+3 DL +4
care,adunate,daua;_ + ;_ +CI + ; >a+b+c+d=4.

Egalitatea are loc pentrua =b=c=d =1.

Problema 3. Fie cubul ABCDA'B'C'D’ si punctele M € (AB), N € (CC"),
P e (D'A') astfel incat AM = CN = D'P. Aratati ca centrul de greutate al

triunghiului M NP se afla pe segmentul [B'D].
Dan Branzei, Concursul ,,Al. Myller”, 2004

Fie G centrul de greutate al triunghiului M NP, ¢ lungimea muchiei cubului si

AM = CN = D'P = z. Deoarece MA L (ADD'A’), rezulta ca MA L AP, deci

MP? = MA* + AP? = MA? + A'A? + AP? = 22 + (> + ({ — z)?. Analog se arati
cd PN? =2+ 02+ ({ —x)* st NM? = 2* 4+ (* + (¢ — z)?, deci triunghiul MNP
este echilateral.

Din teorema lui Pitagora rezultd ca DM? = DN? = DP? = (? + 22, deci DM NP
este piramida regulata. G fiind centrul bazei M N P, avem ca DG L (M NP). Ana-
log se arata ca B'M N P este piramida regulata, deci ca B'G L (M N P). Deducem
ca D, G, B sunt coliniare (se afla pe perpendiculara in G pe planul (M N P)), adica

G e (DB').
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Problema 4. a) Aratati ca daca n este un numar natural de forma 4k +1, k € N,

atunci exista n numere naturale impare care au suma egala cu produsul.
b) Reciproc, aratati ca daca exista n numere naturale impare 1, s, ..., 2, cu
T+ To+...+ T, =21 -29-...x,, atunci n este de forma 4k + 1 cu k € N.

M. Kontsevich, Moscova (Turneul Oragelor, 1990)



Solutie:

a) Daca n = 4k + 1, putem, de exemplu, alege 1 = 25 = ... = 2, o = 1,
Tpno1 = 3, ¥, = 2k + 1. Produsul acestor numere este 6k + 3, iar suma este
n—2+342k+1=6k+ 3, egala cu produsul. (Exista si alte exemple.)

b) Numerele xy, 2o, .. ., x, fiilnd impare, produsul lor este impar. Trebuie atunci ca
si suma lor sa fie impara, deci trebuie sa avem un numar impar de numere, adica
n este impar.

Sa presupunem ca avem m numere care dau rest 3 la impartirea cu 4 si n — m
numere care dau restul 1 la impartirea cu 4.

Suma numerelor va fi m-3+ (n—m)-1 modulo 4, adica n+2m (mod 4). Produsul
numerelor este (—1)" - 1" = (=1)" (mod 4), deci trebuie ca n + 2m = (—1)™
(mod 4). Daca m este par, rezulta can = 1 (mod 4), iar daca m este impar rezulta
n+2=—1 (mod 4), deci in ambele variante trebuie ca n =1 (mod 4).



