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Problema 1. Aratati ca daca a, b, c € (6 , oo), atunci

a?+0b* bBP+22 2+ 3a?
+ + > 1.
6b —1 6c — 1 6a — 1

Andrei Eckstein

Solutia 1:
x? S 1 ; ) - 1
— entru orice x — .
6z—1-9' 7 6

Intr-adevir, relatia se scrie echivalent 922 > 6z — 1, adici (3z —1)? > 0, care este

Avem ca

evidenta. Egalitate avem pentru x = = .

3
Folosind acest rezultat pentru a, b, ¢, putem scrie:
a2+b2+62+202+02+3a2_ a? N b? N c? N
6b—1  6c—1 6a—1 \6b—1 6c—1 6a—1

< LA S S )>( B < >+1+2.1+3~1
6b—1 6c—1 6a—1/) \6b—1 6c—1 6a—1 9 9 9
Astfel, ramane sa demonstram ca o’ + v’ + ¢ > 1

’ 6b—1 6¢c—1 6a—1"3

Ori din inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz (vezi ,,Inegalitatea 1”7 din ma-
terialul teoretic), rezulta
2 2 2 2
@ b ¢ (a+b+c) >1.
6b—1 6c—1 6a—1"6(a+b+c)—3 3
Notand cu s = a + b + ¢, ultima inegalitate este echivalentd cu s? > 2s — 1, adica
cu (s —1)* > 0.

Avem egalitate in inegalitatea de mai sus daca si numai dacd a =b=c =

g-
Solutia 2:
Put ,a2+62+bz+202+c2+3a2 a? N b2 N b? N 2 N
utem scrie =
6b—1 6c—1 6a —1 6b—1 6b—1 6c—1 ©6c—1
2 2 a? a? a?

60—1+6a—1+6a—1+6a—1+6a—1'

Aplicand inegalitatea Cauchy-Buniakowski-Schwarz (vezi ,,Inegalitatea 1”7 din ma-
a?+b b2 +22  ?+3d?
terialul t ti t t19t i Ita >
erialul teoretic) pentru acesti 9 termeni, rezulta 1 + — + ——
(a+ 2b+ 3c+ 3a)? (4a + 2b + 3c)?

206b—1)+3(6c—1)+4(6a—1) 6(da+2b+3c)—9

La ultima inegalitate s-a folosit pentru numarul z = 4a + 2b + 3¢ faptul ca
2
x

6x — 9

3 3
> 1 pentru orice x > 3 adica (z — 3)? > 0 pentru orice z > 3
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Problema 2. Se considera paralelipipedul dreptunghic ABCDA'B'C'D’ in care
AB =12, BC' =9si AA’ = 4. Determinati minimul sumei M A+M B+MC+MD,
unde M este un punct variabil pe fata A’B'C'D’.

Cosmin Nitu, Olimpiada de matematica 2013, Bucuresti, etapa pe sector

Solutie:

Fie A”, B"”, C", D" simetricele punctelor A, B,C, D fata de A", B, C", D’.

In triunghiul M AA”, M A’ este mediand si inaltime, deci triunghiul este isoscel.
Prin urmare, MA = M A" &i, analog, MB = MB", MC = MC" st MD = MD".

1
Avem MA+MB+MC+MD = 5 (MA+MB+MC+MD+MA"+MB"+MC"+

MD") = % (MA+ MC")+(MB+ MD")+ (MC + MA") + (MD + MB")).

Dar MA + MC" > AC", MB + MD" > BD", MC + MA" > CA", MD +
MB" > DB", cu egalitate daca M € [AC"], M € [BD"], M € [CA"], respectiv
M € [DB"].

Deoarece AC"” = BD" = CA” = DB"” = 17, rezulta ca MA+MB+ MC+ MD >
34.

Pe de alta parte, aceasta valoare este atinsa pentru M € [AC"|N[BD"|N[CA"]N
[DB"] = {0}, centrul fetei A'B'C'D'.

In concluzie valoarea miniméa ceruta este 34.

Problema 3. Determinati numarul minim n pentru care, oricum am colora in
rosu n dintre varfurile unui cub, exista un triunghi echilateral cu varfurile rosii.

Dan Schwarz, Baraj de juniori, 2015

Solutia 1:

Vom demonstra ca numarul cautat este 5.

Fie ABCDA'B'C'D’ un cub. Colorand in rosu cele 4 varfuri ale unei fete a cubului,
fie ele de exemplu A, B, C, D, nu se formeaza niciun triunghi echilateral cu varfurile
rosii, deci n > 5.

Acum, pentru n = 5, oricum am colora n varfuri cu rogu, unul din planele (ABC D)
si (A'B’C'D'") va avea cel putin trei varfuri rogii. Putem presupune ca A, B, C' sunt
rogii.

Daca si D este rogu, atunci avem un singur varf rogu in planul (A’B'C’D’). Daca
X' este varful rosu, cu X € {A, B,C, D}, atunci vecinii varfului X formeaza un
triunghi echilateral rosu.

Daca D nu este rogu, atunci in planul (A’B'C’'D’) avem doua varfuri rogii. Daca
B’ sau D' este rosu, atunci ACB’, respectiv AC'D’, este un triunghi echilateral cu
varfurile rosii. In caz contar, A’ si C’ sunt rosii si atunci A'C'B este un triunghi
echilateral cu varfurile rosii.



In concluzie, oricum am colora 5 dintre varfuri cu rosu, va exista cel putin un
triunghi echilateral cu varfurile rosii, deci minimul cautat este n = 5.

Solutia 2. (Teodor Turu)

Daca coloram cu rosu varfuri ale unei singure fete, nu se formeaza niciun echilateral
cu varfurile rosii, deci n > 5.

Vom demonstra ca n = 5.

Avem doua tetraedre regulate: ACB'D’ si BDA'C'. Deoarece avem 5 varfuri rosii
si doua tetraedre, din principiul cutiei rezulta ca unul dintre tetraedre va avea cel
putin 3 varfuri rosii, iar acestea formeaza un triunghi echilateral.

Remarca: Usor reformulata, aceasta problema a fost problema 2 din cadrul Bara-
jului 1 pentru determinarea echipei Romaniei la Balcaniada de Matematica pentru
juniori din 2015.

Problema 4. Fie z un numar real pozitiv cu proprietatea ca 2° — 23 + x > 3.
Demonstrati ca 2® > 5.

X X X

Solutie: Deoarece ' — 22 +1 = 2' - 222+ 1+ 2% = (2> —1)*+22 > 0gi 2? +1 > 2z
(cu egalitate daca z = 1), rezulta ca

1=+ 1=+ D)@ -2+ 1) > 22 —2* +1) =2(2° — 2° + 2).
Folosind inegalitatea din enunt obtinem x® +1 > 23, de unde 2° > 5.

Nu putem avea egalitate pentru ca ar trebui sa avem simultan egalitate in ine-
galitatile 2% — 23+ > 3 si 2241 > 2, ori in cea de-a doua avem egalitate pentru
x =1, in vreme ce pentru prima nu avem egalitate pentru x = 1.

Prin urmare, inegalitatea este stricta: x® > 5.

Remarca: Se poate demonstra ca expresia 2° — 2® + = este crescatoare, adica
daca x creste, creste si valoarea expresiei. Conditia din enunt este satisfacuta de
numerele r € [xg,00) unde zy ~ 1,31748. Cea mai mica valoare posibild a lui z°
este atunci z§ ~ 5,22954.



