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Problema 1. Determinati perechile (z,y) de numere reale care satisfac simultan

relatiile: 3 3
x°=17x + 8y, y° =8x+ 17y.

Solutie:

Adunand cele doud ecuatii obtinem x+y* = 25(x+y), iar scazand cele doua relatii
obtinem 23 —y® = 9(x —y). Am obtinut asadar ca (z+y)(2? — 2y +y?) = 25(x +y)
st (¢ —y)(@® + 2y +9%) =9z —y).

Distingem trei cazuri: I. x +y = 0; II. x —y = 0; III. x # +y.

Cazul I. In acest caz, ecuatiile din enunt revin la 23 = 9z, deci z € {-3,0,3}.
Obtinem solutiile: (x,y) € {(—3,3), (0,0), (3,—3)}.

Cazul II. In acest caz, ecuatiile din enunf, revin la z* = 25z, deci x € {-5,0,5}.
Obtinem solutiile: (x,y) € {(—5,—5), (0,0), (5,5)}.

Cazul III. In acest caz putem 1mparti ecuatiile obtinute prin x + y # 0, respectiv
T —y # 0 si obtine 22 — xy + y* = 25, 2% + 2y + y> = 9. Adunand aceste dous
relatii si apoi scazandu-le, obtinem zy = —8, z* + y*> = 17. De aici giasim ca
(x+y)? =22 +y*+ 22y = 1si (v —y)? = 2 +y*> — 22y = 33. Obtinem r+y = +1
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si z—y = £v/33. Aceste sisteme au patru solutii: (z,y) = ,

2 2

1433 1-+/33 —1-+33 —1++33) .

(x,y)Z( 5 T >,(x,y)=< 5 : 5 )@1
~14++v33 —1-+33
- (548, 2158),

Toate aceste solutii satisfac si sistemul initial.

In concluzie, problema are 9 solutii: (—3,3), (0,0), (3,-3), (—5,-5), (5,5),
<1—\/§ 1+\/§> <1+\/§ 1—@) (—1—\/@ —1+\/§>

2 ’ 2 2 2 2 ’ 2

—-1++v33 —-1—-+/33
2 ’ 2 '

Problema 2. Determinati solutiile intregi ale ecuatiei 2% + y? + 22 = 22y>.
Olimpiada SUA, 1976

Solutie:

Patratul unui numar par este divizibil cu 4, iar patratul unui numar impar da rest

1 la impartirea cu 4.

e Dacid x este par atunci 2%y?> = 0 (mod 4), deci 22 + 3? + 22 = 0 (mod 4) ceea
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ce se poate numai daca y, z sunt gi ele pare. Fie x1,y,21 € Z astfel ca v = 2x4,
y = 2y1, z = 2z1. Rezultd ca 2% + y} + 2 = 4ayf. Cum membrul drept este
divizibil cu 4, rezulta ca si x1,y1, 21 sunt pare. Daca x; = 2x9, y; = 2ys, 21 = 229,
Cu Ty, Y2, 22 € Z, obtinem ca x3+y3 + 22 = 162313, deci o, Y2, 22 sunt pare. Putem
continua aceste procedeu la nesfarsit (putem descreste la infinit numerele 22, y?,
2?) i obtinem c& x,y, 2z sunt divizibile cu orice putere a lui 2, deci ele sunt egale
cu 0. Asadar, in cazul x par, avem doar solutia ,,banala” z =y =2z = 0.

e Cazul in care y este par este analog.

e Dacid x si y sunt impare, atunci ar trebui ca 1+ 1+ 22 =1 (mod 4) ceea ce nu
se poate.

In concluzie, unica solutie a ecuatiei este v =y = z = 0.

Procedeul descris in rezolvare se numeste metoda descresterii infinite.

Problema 3. Fie ABC un triunghi si D, E, F picioarele inaltimilor din A, B,
respectiv C. Aratati ca proiectiile lui D pe dreptele AB, BE, CF si AC sunt
coliniare.

Olimpiada Marea Britanie, 2015-2016

Solutia 1:

Afirmatia este evidenta in cazul in care triunghiul este dreptunghic in B: in acest
caz, D = F' = B si proiectiile lui D pe AB, C'F' si BE coincid, deci coliniaritatea
este evidenta. Analog in cazul in care unghiul C' este drept. In celelalte cazuri, fie
H ortocentrul triunghiului. Punctul D se afla atat pe cercul de diametru [BH],
cat si pe cel de diametru [C'H|, adica pe cercurile circumscrise triunghiurilor BH F'
si CHE. Conform teoremei ,,dreapta lui Simson”, proiectiile lui D pe laturile
triunghiului BH F' sunt coliniare si, la fel, proiectiile lui D pe laturile triunghiului
CHFE sunt coliniare. Rezulta ca, pe de o parte proiectiile lui D pe AB, C'F si
BE sunt coliniare, pe de alta parte ca proiectiile lui D pe AC, CF ¢i BE sunt
coliniare. In concluzie, cele patru proiectii sunt coliniare.



Observatie Din figura de mai sus se vede ca dreapta (rogie) determinata de cele
patru proiectii ,,pare sa fie” paralela cu EF. Acest lucru se poate explica in felul
urmator: se gtie ca simetricele unui punct de pe cercul circumscris unui triunghi
fata de dreptele suport ale laturilor acestuia sunt coliniare. (Rezulta imediat din
,,dreapta lui Simson” si teorema liniei mijlocii.) Ele formeaza dreapta lui Steiner a
punctului. Dreapta lui Steiner trece prin ortocentrul triunghiului. Folosind acest
rezultat, rezulta ca simetricele lui D fata de AB, BE si C'F se afla pe o dreapta
care trece prin F, ortocentrul triunghiului (dreptunghic) BF H, iar simetricele lui
D fata de AC', BE si C'F se afla pe o dreapta care trece prin F, ortocentrul tri-
unghiului CEH. Asadar cele patru simetrice se afla pe dreapta FF, deci dreapta
determinata de cele patru proiectii este paralela cu E'F.

Solutia a doua se bazeaza tocmai pe observarea paralelismului de mai sus.

Solutia 2:

Vom face demonstratia numai in cazul triunghiului ascutitunghic, in cazul ob-
tuzunghic argumentele sunt similare.

Fie H ortocentrul triunghiului §i P, @, R, S proiectiile lui D pe AB, BE, CF,
respectiv AC. Patrulaterele BDQP, CDRS si BCEF sunt inscriptibile, deci

PQB=PDB = BCF = BFEF,

de unde rezulta ca PQ || EF. Analog rezulta ca RS || EF. Patrulaterele HQDR
si AFHE sunt inscriptibile, iar DR || AB (sunt ambele perpendiculare pe C'F),
deci

HOR=HDR = HAF=HEF,
deci QR || EF.
Din axioma paralelelor rezulta ca punctele P, (), R, S sunt coliniare.



O frumoasa generalizare a acestei probleme a fost data in 2014 la primul test de
selectie a echipei Romaéaniei pentru OIM:

Fie ABC un triunghi ascutitunghic, fie A", B’, C’ proiectiile ortogonale ale var-
furilor A, B, C' pe dreptele BC, CA, respectiv AB, si X un punct situat pe
dreapta AA’. Fie v cercul care trece prin punctele B si X si are centrul situat pe
dreapta BC, iar ¢ cercul care trece prin punctele C' gi X si are centrul situat pe
dreapta BC'. Cercul vp intersecteaza a doua oara dreptele AB si BB’ in punctele
M, respectiv M’, iar cercul 7¢ intersecteaza a doua oara dreptele AC' si CC’ in
punctele N, respectiv N’. Aratati ca punctele M, M’, N si N’ sunt coliniare.

Petru Braica

Solutie: (oficiala)

Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Dreapta AH este axa radicala a cercurilor
vB §i Yo, deci HM'- HB = HN'- HC i AM - AB = AN - AC, astfel ca dreptele
M'N'" gi M N sunt ambele antiparalele cu BC.

Cercul vp intersecteaza a doua oara dreapta BC in B;. Atunci dreptele MM’ si
BC sunt antiparalele fiindca patrulaterul BM M'B; este inscriptibil. Concluzia
este imediata.



Pentru X = D (X = A’ in notatiile problemei de la baraj) se obtine chiar problema
data la olimpiada din Marea Britanie. Asa cum se vede din demonstratia de mai
sus, dreapta determinata de punctele M, M’, N, N este antiparalela cu BC, adica
paralela cu EF (B'C’ in figura de mai sus). In enuntul dat impreuni cu solutia
oficiala s-a renuntat la ipoteza de triunghi ascutitunghic.

Problema 4. Intre membrii unui grup de noua prieteni se trimit felicitari de Anul
Nou, fiecare trimitand cate o felicitare la un acelagi numar, n, de prieteni din cadrul
grupului.
a) Demonstrati ca daca n > 5 atunci trebuie sa existe doi prieteni care sa se fi
felicitat reciproc.
b) Demonstrati ca dacd n < 4 atunci este posibil sa nu existe nicio pereche de
prieteni care sa se fi felicitat reciproc.

* ok %

9-8
Solutie: a) Sunt - = 36 perechi de prieteni si s-au trimis 9n > 45 felicitari.

Fiind mai multe felicitari decat perechi, in cadrul a cel putin 9 perechi s-au trimis
felicitari in ambele sensuri, deci exista cel putin noua perechi de prieteni care s-au
felicitat reciproc. Deci exista doi prieteni care s-au felicitat reciproc.

b) Daca agezam cei 9 prieteni pe un cerc si fiecare trimite cate o felicitare la cele
n persoane agezate dupa ea pe cerc (in sensul acelor de ceasornic), cum 2n < 9, nu
vor exista prieteni care sa se fi felicitat reciproc.



