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Problema 1. Determinati multimea numerelor naturale nenule n cu proprietatea
ca 100 se poate scrie sub forma 1 +2 + ... £ n.

k%
Solutie:

1
Numaéarul 14+ 2+ ... = n are aceeasi paritate ca si 1 +2 + ... + n. Asadar M

trebuie sa fie numar par, deci n = 4k sau n = 4k — 1, cu k € N*.

Evident, n > 14 (pentru ca 1 +2+ ...+ 13 = 91 < 100).

Observam ca daca n are proprietatea din enunt, atunci si n+4 o are deoarece daca
100 =14+24... £n, atunci putem scriesi 100=1+2+...£n+(n+1)—(n+
2)—(n+3)+ (n+4).

Cu 16 termeni putem scrie 1+2+...+16 = 136, apoi schimbam, de exemplu, sem-
nele numerelor 2 si 16 in ,, —”. Cu 15 termeni, pornim de la 1+2+...4+ 15 = 120,
apoi schimbam semnul lui 10. Am obtinut asadar scriere cu n = 15 termeni (ceea
ce implica existenta unei scrieri pentru orice n de forma 4k — 1, n > 15) si cu
n = 16 termeni (ceea ce implica existenta unei scrieri pentru orice n de forma 4k,
n > 16).

Problema 2. Determinati toate tripletele (a,b,c) de numere reale care satisfac
simultan ecuatiile:

ab + c = 6, bc+a==6 si ca+b=6.
Xk ko ok

Solutie: Scazand prima ecuatie din cea de-a doua, obtinem b(c —a) — (¢ —a) = 0,
adica (b—1)(c—a) =0.

e Daca b = 1 atunci din celelalte doua ecuatii obtinem a 4+ ¢ = 6 si ac = 5, adica
a(6 —a) =5, sau a®* —a — ba + 5 = 0, care se scrie (a — 1)(a — 5) = 0. Obtinem
solutiile (a,b,¢) = (1,1,5) si (a,b,¢) = (5,1,1).

e Dacd a = ¢, ca mai sus obtinem ca (a — 1)(b — ¢) = 0. Atunci fie a = 1
(a = ¢ =1 implica b = 5), i obtinem solutia (a,b,c) = (1,5, 1), fie b = ¢ si atunci
a = b = c¢. Revenind la una din ecuatiile din enunt obtinem a? + a = 6, adica
a*—2a+3a—6 =0, sau (a—2)(a+3) = 0. Obtinem astfel solutiile a = b = ¢ = —3
sia=b=c=2.

Problema 3. In patrulaterul inscriptibil PQRS in care m(ZPSR) = 90°, H si
K sunt proiectiile punctului @ pe dreptele PR, respectiv RS. Demonstrati ca
dreapta HK trece prin mijlocul segmentului [SQ)].
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Solutie:

Fie T proiectia lui Q) pe PS. Deoarece () se afla pe cercul circumscris triunghiu-
lui PRS, proiectiile lui @ pe laturile triunghiului PRS sunt coliniare (determina
dreapta lui Simson a punctului @), adica K, H si T sunt coliniare. Patrulaterul
QK ST are trei unghiuri drepte, deci este dreptunghi. Atunci diagonala [KT] trece
prin mijlocul celeilalte diagonale, [SQ)].
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Remarca: Se stie ca dreapta lui Simson a unui punct fata de un triunghi trece
prin mijlocul segmentului determinat de punct gi ortocentrul triunghiului. In cazul
de fata, S este ortocentrul triunghiului PRS, deci dreapta lui Simson, H K, trece
prin mijlocul lui [SQ].

Problema 4. Cate dintre numerele de noua cifre au cifre nenule, distincte doua

cate doua gi sunt divizibile cu 117
k k%

Solutie:

Cautam numere de forma ajay ... ag cu {aj, as,...,a9} = {1,2,...,9} si care,
conform criteriului de divizibilitate cu 11, satisfac conditia ca

(a1 + asz + a5 + a7 + ag) — (as + a4 + ag + ag) sa fie divizibil cu 11.

Notand A = a1 + a3+ a5+ a7+ ag si B = as + aq4 + ag + ag, avem ca A+ B =
14+2+...49 =45, deci A si B au paritati diferite. Avem —30 = -9—-8—-7—-6 <
A—B < 94+84+T7+6+5 = 35s1 A— B este multiplu impar de 11, deci
A— B e {-11,11,33}.

e Daca A— B=—11gi A+ B =45 atunci A = 17, B = 28. Singurele variante de
a obtine B = 28 sunt cu {asg, a4, ag, as} = {4,7,8,9} si {as, a4, ag,as} = {5,6,8,9}
(2 variante).

e Daca A— B =11si A+ B =45 atunci A = 28, B = 17. Singurele variante de
a obtine B = 17 sunt cu {as, a4, ag,as} = {1,2,5,9}, {as, a4, a6,as} = {1,3,4,9},
{as, a4, a6,as} = {1,2,6,8}, {as,a4,a¢,as} ={1,3,5,8},

{CLQ, ay, Qg, ag} = {2, 3, 4, 8}, {(Ig, ay, g, ag} = {1, 3, 6, 7},

{ag, a4, a6,as} ={1,4,5,7}, {as,a4,a6,as} = {2,3,5,7} si

{ag, a4, a6,as} = {2,4,5,6} (9 variante).

e Daca A— B=33si A+ B =45, atunci B = 6, ceea ce nu se poate



(B>1+2+3+4=10).

Agadar avem 11 variante de a alege cifrele de pe locurile pare, respectiv impare.
In fiecare varianta, putem permuta cele 4 cifre care apar pe locurile pare si putem
permuta cele 5 cifre care apar pe locurile impare. Obtinem astfel 4!-5!- 11 numere
cu proprietate dorita.

(Odata alese multimile X = {ay,as,as,a7,a9} 51 Y = {az, a4, a¢,as} - si sunt 11
moduri de a le alege - , putem alege cifra a; in 5 moduri, apoi cifra a3 in 4 moduri,
cifra as in 3 moduri, cifra a7 in doua moduri si cifra ag intr-un singur mod. Cifra as
poate fi orice element al multimi Y, deci poate fi aleasa in 4 moduri, apoi cifra a4
poate fi aleasa in 3 moduri, ag in doua moduri, iar ag Intr-un singur mod. Asadar
pentru fiecare din cele 11 variante de X, Y sunt 5-4-3-2-1-4-3-2-1 = 2880
numere. In total, sunt 11 - 2880 = 31680 de numere.)



