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Problema 1. Fiecarui numar natural de patru cifre i se calculeaza radacina
patrata. Daca rezultatul nu este numar natural, acesta se rotunjeste la cel mai
apropiat numar natural. Stabiliti daca s-au facut mai multe rotunjiri in jos sau in
Sus.

Concursul KéMaL, Ungaria, noiembrie 2008, problema B. 4124.

Solutie:
Pentru fiecare interval de forma [n?+ 1, n? +2n] jumatate din numere se rotunjesc

2
. 1
in sus, jumatate in jos. Intr-adevar, cum (n + —) =n?+n+ 1 radacinile

2
patrate ale numerelor n? + 1, n? + 2, ..., n* + n se rotunjesc in jos (n numere),
in vreme ce radicinile patrate ale numerelor n2 +n +1, n> +n+2, ..., n?+2n

se rotunjesc in sus (tot n numere). Singurul asemenea interval care ,,nu incape in
intregime” in multimea numerelor de patru cifre este [962,1023]. Aici radacinile
patrate ale celor 24 de numere de 4 cifre se rotunjesc toate in sus.

In concluzie, sunt mai multe radacini patrate care se rotunjesc in sus decat radacini
patrate care se rotunjesc in jos.

Problema 2. Laturile unui hexagon A;A;A3A4A5Ag se vopsesc cu rosu, iar dia-
gonalele cu rosu sau albastru. Cate colorari au proprietatea ca fiecare triunghi
A A A, {i, 5.k} C {1,2,3,4,5,6}, are macar o latura rosie?

Concursul Naboj, Cehia si Slovacia, 2011

Solutie:

In afara triunghiurilor A;A3As si Ay A, Ag, toate celelalte triunghiuri au drept
latura macar una laturile hexagonului, deci aceste triunghiuri au deja cel putin o
latura rogie. Pentru ca aceasta conditie sa fie indeplinita si de triunghiurile A; A3 As
si Ag Ay Ag, trebuie sa vopsim diagonalele A; Az, A3As, AsA; astfel incat cel putin
una din acestea sa fie rosie gi la fel pentru diagonalele As Ay, A4Ag, AgAs. Fiecare
din diagonalele Ay A3z, AsAs, AsA; poate fi colorata in doua moduri, deci laturile
triunghiului A;A3As pot fi colorate in 2% = 8 moduri. Dintre aceste colorari nu
convine cea cu toate laturile albastre; asadar diagonalele A;Asz, A3zAs, AsA; pot
fi colorate in 7 feluri. La fel pentru diagonalele As A, AjAg, AgAs. Raman de
colorat diagonalele Ay Ay, AsAs si A3Ag. Nu exista nicio restrictie asupra culorii
acestora, deci culoarea fiecareia poate fi aleasa in doua moduri.

In final, avem 72 - 28 = 392 de coloriri cu proprietatea din enunt.
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Problema 3. Coloram fiecare numar natural nenul cu una din culorile rogu sau
albastru. Se stie ca oricare doua numere de culori diferite au suma un numar
albastru, iar produsul un numar rosu. Ce culoare are produsul a doua numere
rogii? Dar suma a doua numere rosgii?

Solutia 1:

Daca toate numerele sunt colorate cu rosu atunci suma si produsul oricaror doua
numere rosii sunt tot numere rosii.

Daca exista si numere albastre, fie r1, ro doua numere rosii arbitrare, iar a un
numar albastru. Atunci (1, + a)ry este produsul dintre numarul r; + a (care este
albastru) i numarul rogu ry, deci este numar rogu. Pe de alta parte, (11 + a)ry =
rir9 + ary este suma dintre riro si numarul rosu ary. Daca rire ar fi albastru,
atunci adunandu-1 cu numarul rogu are ar trebui sa obtinem un numar albastru,
ori gtim ca rire 4+ arg = (r1 4+ a)ry este rogu. Prin urmare, produsul a doua numere
arbitrare rosii, r; §i ro, trebuie sa fie rosu.

Fie n este cel mai mic numar rosu. Din ipoteza si din cele demonstrate mai sus
rezulta ca n, Inmultit cu orice alt numar, fie el rogu sau albastru, da tot un numar
rosu. Asadar toti multiplii lui n sunt rogii. Cum toate numerele mai mici decat n
(daca exista) sunt albastre, un numar nedivizibil cu n se scrie kn+r, cu0 <r <n
numar albastru si kn numar rosu, deci kn + r este albastru. Prin urmare singurele
colorari care au proprietatea din enunt pot fi descrise astfel: multiplii celui mai
mic numar rosu sunt tot rosii, celelalte numere sunt albastre. Atunci este evident
ca suma a doua numere rosii este tot rogie deoarece suma a doi multipli de n este
tot multiplu de n.



Solutia 2: (Paul Tirlisan)

Fie a si b doua numere rogii. Presupunem ca ab este albastru. Atunci b + ab =
(a + 1)b este albastru, deci (a + 1)b+ b = (a + 2)b este albastru, de unde rezulta
ci in general (a + k)b este albastru oricare ar fi k natural. Pentru k = a® obtinem
ca a(a + 1)b este albastru. Cum (a + 1)b este albastru si a este rogu, rezulta ca
a(a + 1)b este rogu, contradictie. Deci ab este rogu.

Presupunem ca a + b este albastru. Atunci (a + b) + a = 2a + b este albastru, deci
(2a+b) + a = 3a + b este albastru g.a.m.d.; in general ka + b este albastru oricare
ar fi k natural nenul. Atunci, pentru un & fixat, avem ca (ka + b) + b = ka + 2b
este albastru, apoi (ka + 2b) + b = ka + 3b este albastru si in general ka + pb este
albastru, oricare ar fi k gi p naturale nenule. Pentru k = p = a obtinem ca a(a+b)
este albastru, dar din a rosu si a + b albastru rezulta a(a + b) rosu, contradictie.

Observatia 1: Raspunsul poate fi ugor ghicit gasind o colorare particulara a nu-
merelor care satisface conditiile din enunt. De exemplu, se pot colora numerele
pare cu rosu, iar cele impare cu albastru. Insd a rationa pe acest caz particular
este gregit: in principiu este posibil sa existe si alte colorari decat aceasta. (Si chiar
exista: daca n este un numar natural nenul, putem colora cu rosu toate numerele
divizibile cu n si cu albastru cele care nu sunt divizibile cu n. Evident, suma dintre
un numar divizibil cu n gi un numar care nu este divizibil cu n este un numar care
nu este divizibil cu n, in vreme ce produsul unor asemenea numere va fi divizibil
cu n; pentru n = 1 obtinem colorarea amintita la inceputul solutiei, anume cea
in care toate numerele sunt colorate cu rogu. De fapt, aga cum am demonstrat in
Solutia 1, acestea sunt singurele colorari posibile.)

Observatia 2: Colorarile de mai sus arata ca nu putem stabili culoarea produsului
sau a sumei a doua numere albastre: suma a doua numere nedivizibile cu n poate
sa fie sau sa nu fie divizibila cu n si la fel si produsul.

Intrebarea privind produsul a doui numere rosii este problema B. 3652. din cadrul
Concursului KoMaL, Ungaria, 2003.

Problema 4. Un cub de cagcaval ABCDA’'B'C'D’ se taie cu un cutit de-a lungul
planelor (ACC'A’), (ABC'D’) si (AB'C'D). Cate bucati de cagcaval se formeaza?

x* kX

Solutie:

Cubul se sectioneaza dupa trei plane care contin, fiecare, dreapta AC’. Spatiul este
impartit de trei plane care trec printr-o dreapta data in sase parti. Cum segmentul
(AC") se afla in interiorul cubului, fiecare din cele parti va avea o portiune comuna
cu cubul. Prin urmare se obtin sase bucati de cagcaval.



