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Problema 1. Trei dintre varfurile tetraedrului ABCD se proiecteaza in centrele
de greutate ale fetelor opuse. Demonstrati ca tetraedrul este regulat.

Olimpiada Rusia
Solutie:
Sa presupunem ca punctele B, C' si D se proiecteaza pe fetele opuse in centrele de
greutate ale acestor fete. Fie M mijlocul lui [DA], iar [BB;], [CC}] doua dintre
inaltimi. Din ipoteza, By € CM, C; € BM, deci BB, 1. AD, CCy, 1. AD, de
unde AD L (BMC). Rezulta ca AD 1 BM, deci [BM] este mediana si inaltime
in AABD, de unde AB = BD. Analog, din AACD, AC = CD. Considerand alte
perechi de inaltimi, obtinem AD = CD, AC = BC, AB = BC si AB = BD. De
aici rezulta ca toate muchiile tetraedrului sunt egale.

Problema a fost data si la Concursul ,,Grigore Moisil” in 2010.

Problema 2. Determinati naturale nenule a si b pentru care (a + b%)(b+ a?) este
o putere a lui 2.

Solutie:
Dac& a = b, atunci a + a®> = a(a + 1) trebuie si fie o putere a lui 2, deci si a si
a + 1 trebuie sa fie puteri ale lui 2. Acest lucru este posibil daca si numai daca
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a=0b=1, caz in care (a + b*)(b + a®) = 2? este Intr-adevar putere a lui 2.

Daca a # b, din motive de simetie putem presupune a > b. Cum a + b? si b + a®
trebuie sa fie puteri ale lui 2, va rezulta ca exista z,y € N* astfel ca a + b? = 2% si
b+a® = 2¥. Scizand prima relatie din cea de-a doua, obtinem ca (a—b)(a+b—1) =
2Y — 2% Membrul stang fiind pozitiv, rezulta ca x < y, deci

(a—=b)(a+b—1)=2%(2""—1) (%).

Cum z # 0, relatia a + b* = 2% aratd ci a si b au aceeasi paritate, deci a + b — 1
este impar. Atunci din relatia (%) rezultd ca 2% | a — b, adicd a + b? | a — b ceea ce
nu se poate deoarece 0 < a — b < a + b?.

In concluzie, singurele numere naturale nenule cu proprietatea din enunt sunt
a=b=1.

Problema 3. Fie k € N, k£ > 2, si A C R o multime cu cel putin £ + 1 elemente,
avand proprietatea ca media aritmetica a oricaror k elemente distincte ale lui A
este tot un element din A. Aratati ca:

a) Multimea A este infinita.

b) Nu exista multimi A C Z cu proprietatea de mai sus.

c) Exista o infinitate de multimi A C Q cu proprietatea de mai sus.

Marius Ghergu

Solutie:
a) Presupunem ca multimea A ar fi finita. Atunci ar exista d = rnili1 |z —y|.
Alegem x,y € A pentru care |z — y| > 0 si este minima.
(Daca sunt mai multe asemenea perechi, luam una dintre ele.)
In multimea A gisim k — 1 elemente diferite de z si v.
Fie a1, ag, ..., ax_1 € A\ {z,y}. Ne uitam la numerele

a1+ a0+ ...+ag_1+x . oartax+...+ag-1+ty
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Din ipoteza, ambele numere apartin multimii A. In plus, avem ca

a1+a2+...+ak_1+x_a1+a2+...+ak_1+y
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ceea ce contrazice alegerea lui x si y ca fiind cele mai apropiate doua elemente din

A. Asadar, nu exista multimi finite cu minim k + 1 elemente care sa aiba proprie-
tatea din enunt.



b) Presupunem ca ar exista o multime A de numere intregi cu proprietatea din
enunt. Putem proceda exact ca la a) sau, putin altfel:
Fie x,y € A, x # y. Alegem aq,as,...,ap_1 € A\ {z,y} si deducem ca

a1+ a4+ ... +ap_1+x . a1+a2+...—|—ak,1+y
K 3 K
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apartin lui A, deci sunt Intregi. Atunci si diferenta lor, =y , este Intreaga, adica

k
kE|x—y,Va,y € A. Deducem ca, in particular,

r—y a1+a2+...+ak,1+x_a1+a2+...+ak,1+y

k k k

este divizibil cu k, adica k* | z—y, Vz,y € A. Continuand rationamentul, obtinem
ca k™ |x—y,Va,y € A, Vn € N, ceea ce nu se poate.

c) Fie a < b doua numere reale arbitrare. Atunci (a,b) NQ este o multime cu pro-
prietatile dorite: media aritmetica a unor numere rationale este un numar rational,
daca numerele sunt mai mari decat a, la fel este si media lor aritmetica; daca nu-
merele sunt mai mici decat b, media lor aritmetica este, la fel, mai mica decat b.
Cum intervalul (a,b) poate fi ales intr-o infinitate de moduri, obtinem o infinitate
de multimi de numere rationale cu proprietatea dorita.
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Problema 4. Am introdus 100 de mingi in 100 de cutii gi nu am pus toate mingile
intr-o singura cutie (dar este posibil ca unele cutii sa fi ramas goale). Demonstrati
ca exista un numar natural k£, cu 1 < k < 100, astfel incat sa putem alege k cutii
care sa contina, impreuna, exact k mingi.

Solutie:

Daca avem o cutie care contine o singura minge, problema este rezolvata: putem
lua k£ =1 si alege respectiva cutie.

Daca fiecare cutie este fie goala, fie contine cel putin doua mingi, rezulta ca exista
cel putin 50 de cutii goale. Pe de alta parte, cum exista cel putin doua cutii care
primesc mingi, va exista o cutie care sa contina cel mult 50 de mingi. Putem lua &
drept numarul mingilor dintr-o astfel de cutie, iar cele k cutii le putem alege astfel:
cutia care contine cele k£ mingi, plus k£ — 1 dintre cutiile goale. (Cum k — 1 < 50,
dispunem de k — 1 cutii goale.) Aceste k cutii vor avea, impreuna, exact k mingi.



