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Problema 1. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢ pentru care

a’ + b + ¢® = 3abe.

Solutie.

Daca a,b,c > 2, atunci a® + b + c¢® > a* + b* + ¢ > a® + b* + & > 3abe (din
inegalitatea mediilor). Asadar cel putin unul dintre numere trebuie sa fie 1.

S& presupunem ca ¢ = 1. Daca a,b > 3, avem a® + b +¢c¢® > a® + b3 +1 >
2abv/ab > 3ab, deci in acest caz nu avem solutie.

Trebuie atunci ca unul dintre numerele a si b sa fie 1 sau 2. Daca b = 1, ecuatia din
enunt revine la a+2 = 3a, deci a = b = ¢ = 1 este o solutie a ecuatiei. Daca b = 2,
atunci ecuatia revine la a® 4+ 2% + 1 = 6a. Rezulta a? < 6a, deci a < 6. Verificind
valorile ramase, constatam ca numai a = 3 convine. Agadar solutiile ecuatiei sunt
(1,1,1), (1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2) si (3,2,1).

Problema 2. Fie x si y doua numere reale.

a) Este adevirat cd dacd x +y si = + y? sunt rationale atunci neaparat x si y sunt
rationale?

b) Este adevarat ca dacd x + y, z + y* si « + y> sunt rationale atunci neaparat x
si y sunt rationale?

Olimpiada Estonia, 2008

Solutie.

a) Nu este obligatoriu ca x si y sa fie rationale. Prin scaderea celor doua numere
este clar cd y? — y trebuie si fie rational. Acest lucru este insa posibil si fard ca
y sa fie rational. S& alegem, de exemplu, y astfel incat y> — y = 1. Ultima relatie
revine la 4y* — 4y = 4, adica la 4y*> — 4y + 1 = 5, deci la (2y — 1) = 5. Putem

alege y astfel ca 2y — 1 = /5 care este irational, deci gi y = este irational.

Alegand, de exemplu, x = —y, esteclarca x+y =0€ Qsiz+y? = >~y =1€ Q.

b) Daci x + vy, z + y? si « + 3® sunt rationale atunci diferentele 3> — y si y* — 3>
sunt si ele rationale. Daci y*> —y = 0, atunci y € {0,1} C Q, deci y este rational.
Din x 4+ y € Q rezulta atunci ca si x € Q.

3,2

Daca y? — y # 0, atunci obtinem ca Y = y este rational. Din nou, folosind

y2

ca x4y € Q, obtinem ca si = rational.

Problema 3. Fie ABC un triunghi, % un cerc care trece prin punctele B si C si
d o dreapta care intersecteaza laturile (AB) si (AC) in punctele K, respectiv L, si
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cercul € in punctele P si ). Paralela prin K la AC intersecteaza [BC| in S, iar
paralela prin L la AB intersecteaza [BC| in T. Aratati ca punctele P, @, S si T
sunt conciclice.

Mihai Miculita

Solutie:

Daca d || BC, atunci BKLT si CLKS sunt paralelograme, deci triunghiurile
BKS si TLC sunt congruente (LUL), deci segmentele [BC| si [ST] au acelasi
mijloc. Cum B, C, P si @ sunt varfurile unui trapez inscriptibil (adica isoscel),
mediatoarele bazelor coincid, deci si mediatoarele segmentelor [PQ)] si [ST] coincid,
adica P, (), S si T sunt varfurile unui trapez isoscel, deci conciclice.

Daca d nu este paraleld cu BC, notand cu {R} = KL N BC, avem:
B,C, P,Q - conciclice == RB - RC'= RP - RQ) (1).

Pe de alta parte, pe baza teoremei lui Thales, din
RC  RL
RS RK RC  RT
= —=—&RS-RT=RB-RC 2).
RT RL RS~ RB 2)
RB  RK
In fine, din relatiile (1) si (2), obtinem ci RP - RQ = RS - RT si, cum R este
pe prelungirile segmentelor [ST] si [PQ)], din reciproca teoremei puterii punctului
rezulta ca punctele P, @), S si T sunt conciclice.

KS | AC =

LT | AB =




Problema 4. Numerele 1,2, ...,2016 sunt scrise pe tabla, intr-o anumita ordine,
fiecare din ele exact o datid. Intre oricare doud numere vecine pe tabla se scrie
modului diferentei dintre cele doua numere, pe tabla fiind scrise astfel 2015 numere
noi. Se sterg de pe tabla cele 2016 numere initiale, dupa care procesul se reia
pentru cele 2015 numere ramase pe tabla: se scriu modulele diferentelor de cate
doua numere vecine, dupa care cele 2015 numere scrise pe tabla la etapa anterioara
se gterg. Procesul se repeta pana cand, la sfarsit, pe tabla ramane un singur numar.
Care este cea mai mare valoare posibila pe care o poate avea numarul ramas pe
tabla?

x* kX

Solutie: Valoarea celui mai mare numar scris pe tabla nu poate creste de la o
etapa la alta. Mai mult, dupa prima etapa, cel mai mare numar ramas pe tabla va
fi cel mult 2015 (si asta daca 1 gi 2016 sunt vecine pe tabla). Dupa prima etapa,
cel mai mare numar scris pe tabla este asadar cel nult 2015, iar cel mai mic este
cel putin 1, deci dupa etapa a doua cel mai mare numar de pe tabla este cel mult
2014. Prin urmare, numarul final este cel mult 2014.

Pe de alta parte, daca ordinea initiala a numerelor este 2016, 1,2, 3,...,2015, dupa
prima etapa vor ramane pe tabla numerele 2015,1,1,1,...,1, iar dupa etapa a
doua vor ramane 2014,0,0,0,...0. De aici inainte, numerele de pe tabla vor fi
2014 urmat de tot mai putine cifre de 0, pana cand la sfargit ramane 2014.

Am demonstrat agadar ca cea mai mare valoare posibila a numarului care ramane
pe tabla este 2014.



