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Problema 1. Determinati numerele intregi a, b pentru care a? + b = a® + b°.
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Solutie:

Daca a,b € N, atunci a® < a® si b> < b3, deci a® + b < a® + b3, cu egalitate daca
i numai daca a,b € {0,1}.

Obtinem agadar solutiile (a,b) € {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}.

Daca a,b < 0 nu avem solutie deoarece a® + b* > 0 > a® + b°.

In fine, dack a < 0 < b (cazul b < 0 < a este analog), atunci notand ¢ = —a € N,
avem de rezolvat in numere naturale ecuatia b? + ¢? = b3 — ¢3. Trebuie asadar ca
b>c,adicd b—c > 1. Atunci b* —c® = (b—¢)(b* + bc+c?) > V> +be+c2 > b + 2,
cu egalitate daca bc = 0 si b — ¢ = 1, ceea ce nu se poate caci b > ¢ > 1.

In concluzie, singurele solutii sunt (0,0), (0,1), (1,0) si (1,1).

Problema 2. Pe latura (AC) a triunghiului ABC' se considera un punct arbitrar
D. Tangenta in D la cercul circumscris triunghiului BDC' intersecteaza AB in
punctul (', iar tangenta in D la cercul circumscris triunghiului ABD intersecteaza
BC in punctul A;. Aratati ca A,C || AC.

Olimpiada de geometrie ,,Sharygin”, Rusia, 2012, runda 1, problema 5

Solutie:

Avem ZC1'DB = £C, deci ZC1DA = ZCBD. Analog, /ZCDA, = ZABD. Dar
m(£LADC) = 180, deci BA; DC} este inscriptibil. De aici rezulta ca ZBC1A; = LA
si concluzia.
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Problema 3. Fiecare din patratelele unitate ale unei table 8 x 8 se coloreaza cu
cate o culoare astfel incat fiecare patratel unitate sa aiba cel putin doi vecini care
au aceeagi culoare ca si el. (Un vecin al unui patratel este un patratel cu care
acesta are latura comuna.) Care este numarul maxim posibil de culori folosite?
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Solutie:

Raspunsul este 16.

Din fiecare culoare trebuie sa avem cel putin 4 patratele, deci putem avea cel mult
64 : 4 = 16 culori.

Pe de alta parte, tabla se poate pava cu 16 dale patrate 2 x 2 monocolore, fiecare
dala avand o alta culoare.

Problema 4. Fiecare din numerele aq, as, ..., as,1+1 este un element al multimii
{2015, 2016, 2017}. Se stie ca a; # as, as # as, ..., Az, 7# Aope1 Sl CA A1 = Gopyq-
Aratati ca ajas — asas + azaq — agas + ... — aopao,1 = 0.

Solutia 1.
Scriem numerele aq, as, ..., as,, in ordine, pe un cerc si consideram ca as,;1 coin-
cide cu a;. Acum nu avem doua numere consecutive pe cerc care sa fie egale. Daca



pe cerc exista un grup format din trei numere consecutive, ay, agi1, arr2 (indicii
sunt luati modulo 2n) astfel incat ay = ag2, stergem numerele ag ;1 si agyo de pe
cerc. Pe cerc vom avea tot un numar par de numere, nicicare doua vecine egale,
iar suma alternanta de la sfargit nu se modica prin aceasta stergere. Continuam
acest proces de gtergere pana cand nu mai exista pe cerc grupuri de forma z,y, x.
In acest moment fie nu mai avem deloc numere pe cerc (§i atunci suma ceruta este
0), fie avem numai grupuri de forma x,y, z care se repeta: x,y,z,,v,2,2,Y, 2,
s-a.m.d., unde {x,y, z} = {2015, 2016, 2017}. Cum numarul numerelor de pe cerc
ramane mereu par, vom ramane cu un numar par de grupe z,¥, z. Putem atunci
grupa numerele ramase in succesiuni x,y, z, ., y, 2. In fiecare astfel de succesiune,
suma cautata este xy —yz + zox — xy + yz — zx = 0, deci suma finala va fi 0. Prin
urmare si la inceput, suma cautata a fost 0.

Solutia 2. (Calin Nicolae Modoran)
Rescriem relatia din enunt, sub forma

(a1 —a2)2+(a3—a4)2—|—. . .+(a2n_1 —agn)2 = (CLQ —a3)2+(a4—a5)2+. Lt (azn—al).

Diferenta dintre oricare doud numere poate fi £1 sau 42, deci (ap —ax,1)? € {1,4},
Vk = 1,2n. Mai precis, (a — agy1)? = 4 dacd {ay,ap1} = {2015,2017} si
(ap — agy1)?* = 1 dacd 2016 € {ay, ax1}. Daca r dintre cele 2n numere sunt egale
cu 2016, atunci in fiecare membru al egalitatii (a; —as)?+ (a3 —a4)?+. . .+ (2,1 —
aon)? = (az — az)® + (ay — as)® + ... + (az, — a1) sunt r termeni egali cu 1 gin —r
termeni egali cu 4, deci cele doua sume sunt egale.



