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Problema 1. Fie un triunghi ABC, M un punct in interiorul sau si A’, B’, C’
proiectiile lui M pe dreptele BC, C'A, respectiv AB. Aratati ca daca

MA"  MB  MC'
BC ~ CA ~ AB’

atunci triunghiul A’B’C’ si triunghiul format de medianele! lui ABC sunt aseme-

nea.
* Kk
Solutie:
!/
Notam =z, BC =a, CA=10, AB = ¢ §i mg,, mp, m, lungimile medianelor

BC
din A, B, respectiv C.
Atunci MA' = ax, MB' = bz, MC' = cz. In triunghiul MB'C’, m(<B'MC") =
180° — m(<tABC), deci aplicand teorema cosinusului avem:
B'C” = MB” + MC" —2MB' - MC" cos(180° — A) = 22(b* + ¢* + 2bccos A).
Dar, din teorema cosinusului in triunghiul ABC, 2bccos A = b 4 ¢ — a?, deci
B'C"” = 22(20% + 22 — a?).
, 202 +2% —a?

Din formula pentru lungimea medianei din A avem ca m; = 1 , deci
B'C" = 422m?.
B'C’ Cc'A A'B’
Agadar = 2x. Analog = = 2x si deci triunghiul A’B’'C’ este
Mg my me

asemenea cu triunghiul format de medianele triunghiului ABC.

B/
C/

B A C

1 Se stie ca daca mg, my, m,. sunt lungimile medianelor unui triunghi, atunci exists un triunghi
ale carui laturi au lungimile m,, mp, me.
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Rezultatul nu se schimba chiar daca punctele A’, B’, C' nu sunt toate interioare
segmentelor [BC], [C'A], [AB].
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Problema 2. Demonstrati ca pentru orice numar prim impar p, exista un unic
numar natural nenul n astfel incat numarul n(n + p) sa fie patrat perfect.

Greg Oman, Ohio State University
Solutie:

Fie p un numar prim impar. Dorim sa gasim numere naturale n si k astfel incat
n(n+p) = k2. Inmultind cu 4, relatia precedents se scrie 4n2 4 4np+p* —p? = 4k2,
adica (2n + p)? — (2k)? = p®. Rezultd ca (2n + p — 2k)(2n + p + 2k) = p*>. Cum
k > 0 si p este prim, trebuie si avem 2n + p — 2k = 1 si 2n + p + 2k = p?, deci,

2
-1
adunand cele doua relatii, obtinem ca n = (pT> . Cum p este impar, n este
P -1y’
intr-adevar numar natural. Pentru aceasta valoare a lui n, n(n+p) = < 1 ) :
. .o pr—1
Sa mai remarcam ca 1 e N.

Problema 3. Pe o tabla sunt scrise, in ordine crescatoare, numerele naturale de
la 1 la 100. Doi copii, Alina si Bogdan, joaca urmatorul joc: pe rand, incepand cu
Alina, ei completeaza cele 99 de spatii dintre oricare doua numere consecutive cu
semnele ,,+” sau ,,-”. Daca la sfarsitul completarii rezultatul obtinut este numar
impar, castiga Alina, in caz contrar castiga Bogdan. Care din cei doi copii are
strategie castigatoare si cum trebuie sa joace el pentru a castiga?

Solutie:

Alina are strategie castigatoare.

Ea poate juca astfel:

- Incepe prin a scrie ,,+” dupa primul numar, 1;

- in continuare, Bogdan face un semn in fata sau in spatele unui numar impar (un-
deva intre doud numere consecutive, dintre care unul este, desigur, impar), atunci
Alina face semnul ,,-” in spatele, respectiv in fata aceluiagi numar impar.

Astfel, Alina se asigura ca fiecare din numerele impare, cu exceptia lui 1, este
inmultit cu (cel putin) unul din vecinii sai pari, deci termenul in care apare acest



factor va fi par. Prin urmare, Alina asigura ca rezultatul este 1+ o suma de nu-
mere pare, deci impar.

Problema 4. Determinati toate tripletele de numere naturale nenule (x,y, ) care
satisfac egalitatea
-yl + 2y 2! =zl

Olimpiaa Estonia, 2012
Solutie:

Evident, membrul drept este mai mare decat z! si y!, deci z > z si 2 > y.

Atunci trebuie ca fiecare din numerele z - y!, 2y - x! si 2! sa fie divizibil si cu 2! si
cu yl.

Din faptul ca x - y! este divizibil cu z! rezulta ca y! este divizibil cu (x — 1)!, adica
y>ax—1.

Similar, din 2y - z! divizibil cu ! rezulta ca 2 - z! este divizibil cu (y — 1)!. Daca
y—1>z atunciy—2>xz,deci (y—1)!=@w-2)!-(y—1)>zl-(y—1)>2-x!
daca y > 3, cu egalitate numai daca y = 3 si x = 1.

In celelalte cazuri rezults ci y—1<z<y+1. Asadar avem de tratat cazurile:
Ly=111.y=2,111. y =3 gi x = 1, IV. celelalte cazuri.

e y = 1 implica x = 1 sau z = 2. Obtinem solutiaz =2,y =1, 2 = 3.

e y =2 implica x € {1,2,3}. Obtinem solutia z =1, y =2, z = 3.

e y = 3 implica x = 1 care nu convine.

e In cazurile rdmase avem ye{x—1, z, x+1}. Daca y = x atunci ecuatia devine
3z - z! = zI. Membrul drept este insa divizibil cu (z + 1)! (caci z > z + 1), dar
membrul stang nu. Dacd y = x — 1, ecuatia devine (2y+1)-(y+1)! = 2. Membrul
drept este divizibil cu (y 4+ 2)! (deoarece trebuie ca z > y + 1), dar membrul nu
este divizibil cu (y 4+ 2)!. Raméane ca y = = + 1. In acest caz ecuatia revine la
(x+2)! =2zl decila z =2+ 2.

In concluzie, solutiile ecuatiei sunt (2,1,3) g1 (n, n+ 1, n+2) cu n € N* arbitrar.



