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Problema 1. Determinati numerele naturale x si y pentru care 2% — 5Y este patrat

perfect.
k k%

Solutie:

Fie x,y si n numere naturale care satisfac 2% — 5Y = n?.

Daca x = 0 atunci trebuie ca y = 0 si se obtine n = 0. Asadar o prima solutie este
r=1y=0.

Daca x > 1 atunci 2% este par, deci n este impar. Atunci n? da restul 1 la
impéartirea cu 4. Cum i 5Y = (4 + 1)V = M4 + 1, rezulta cd 2% = 5Y + n? =
(M4+ 1)+ (M4+1) = M4+ 2,deci z = 1. Rezulta ca y =0, n =1, deci 0 a
doua solutie este x =1, y = 0.

In concluzie, problema are doua solutii: t =y =0six =1, y =0.

Remarca: Faptul ca 5Y = M4 + 1 se putea demonstra si folosind ca, pentru y > 2,
ultimele doua cifre ale lui 5¥ — 1 sunt 24, deci 5Y — 1 este divizibil cu 4.

Problema 2. Determinati numerele intregi x,y, z care verifica relatiile:
2 . 2 _ 2 _
r*+6=>5y, Yy +6=>5z, 2°4+6=>5x.

Andrei Eckstein

Solutia 1:

Fie z, y, 2 numere intregi care verifica relatiile din enunt. Sumand relatiile, obtinem
22 +y?+22+18 = bo+5y+5z, adica (22 —5x+6) + (y* —5y+6)+ (2> —52+6) = 0.
Dar 2? — bz +6=2>—-2x -3z +6=2(z—2)—3(x—-2)=(x—2)(z—3) >0
pentru ca numerele intregi consecutive x — 3 si £ — 2 nu pot avea semne contrare.
Relatia obtinuta se scrie

\(x—32£x—2)4+\(y—32£y—2)1+\(2—32&2—2)120.

Aceasta egalitate poate avea loc numai daca fiecare termen este egal cu 0, deci
daca z,y, z € {2,3}.

e Daci x = 2, din relatia 22 + 6 = 5y obtinem y = 2, apoi din ¥ + 6 = 5z obtinem
z = 2. Cum gi ultima ecuatie este verificata, r = y = z = 2 este o prima solutie a
problemei.

e Daci x = 3, din relatia 22 +6 = 5y obtinem y = 3, apoi din y? +6 = 52 obtinem
z = 3. Cum gi ultima ecuatie este verificata, x = y = z = 3 este o a doua solutie a
problemei.

In concluzie, problema are doua solutii: x =y=z2=2gix=y=2=3.
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Solutia 2:

Fie z,y, z numere intregi care verifica relatiile din enunt. Sumand relatiile, obtinem
2?24+ + 22 +18 = bx+5y+5z, adica 4% +4y? +422 — 202 — 20y — 202+ 72 = 0, sau
(22—5)2+(2y—5)*+(22—5)* = 3. Rezultd ca (2r—5)* = (2y—5)? = (22—5)? = 1,
deci z,y,z € {2,3}. Revenind la ecuatiile din enunt, in cazul z = 2 obtinem
y = z = 2, iar In cazul x = 3 obtinem y = z = 3. Asadar problema are doua
soluti: r =y=2=2gic=y=2=3.

Problema 3. Se da dreptunghiul ABCD si punctele M € (CB si N € (DC,

fie ambele pe laturile dreptunghiului, fie ambele in exterior. Demonstrati ca daca

BM CN
,{P} =DM N BN si AP L MN, atunci ABCD este patrat.

'AB ~ BC’
Petru Braica
Solutie:
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In ambele configuratii, din a5~ BO care este echivalenta cu 50 - ON si

din ZABM = ZBCN rezulta ca triunghiurile ABM si BC'N sunt asemenea, deci
ca ZMAB = ZNBC. Notand AM N BN = {Q}, din triunghiul ABQ rezulta ca
m(£LAQB) = 180° —m(£BAQ) —m(LQBA) = 180° —m(LNBC) —m(£LQBA) =
90°, adica AM 1 BN. Cum si AP L MN, rezulta ca P este ortocentrul tri-
unghiului AMN, deci DM L AN. De aici rezulta ca ZDAN = ZCDM, deci
ADAN ~ ACDM (UU).

Atune AP _ DN AD _BC _CN .
unci DO CM ar avem §1 DC AB BM’ eCl
AD DN CN DN£CN DC DC

DC CM BM CM+BM BC AD




In concluzie, avem g—g = i—g, de unde AD = DC, adica ABCD este patrat.
Problema 4. Cinci numere naturale a; < as < a3 < a4 < as au proprietatea ca
toate diferentele a; — a; cu 7,7 € {1,2,3,4,5}, ¢ # j, sunt diferite. Aflati cea mai
mica valoare posibila a lui as.

Olimpiada Cuba, 2005
Solutie:
Este suficient ca diferentele a; —a; cu j > i sa fie diferite, acestea fiind pozitive, iar
celelalte fiind opusele lor. Avem 10 diferente care trebuie sa fie numere naturale
nenule diferite:
as — ap, s — A9, A5 — a3, A5 — A4
as — ay, G4 — A9, A4 — a3
az — ap, ag — ag

a9 — aq.
Rezulta ca diferenta cea mai mare, as — ay, trebuie sa fie cel putin 10, deci as este
cel putin 10. Daca as — a; = 10, celelalte diferente trebuie sa fie 1,2,...,9.

Vom arata ca as nu poate fi 10.

O metoda ar fi sa remarcam ca suma celor 10 diferente ar trebui sa fie pe de o parte
das + 2a4 — 2a9 — 4aq, adica un numar par, si pe de alta parte 1 +24...+10 = 55,
care este impar, deci nu se poate ca cele 10 diferente sa fie 1,2, ..., 10, adica nu se
poate ca as = 10.

O alta cale este cea ,,babeasca”: daca as = 10, atunci a; = 0. Pentru a obtine o
diferenta 9 trebuie fie ca a; = 1, fie ca ay = 9.

In primul caz, pentru a obtine o diferenta 8 trebuie fie ca a3 = 2 (dar atunci
az — ay = as —a; = 1, ceea ce nu convine), fie ca ay = 8. Incercand pe rand
r3=2,3,...,7, constatam ca in niciunul din aceste cazuri nu obtinem 10 diferente
diferite. Analog in cazul ay = 9.

O a treia cale este sa ne uitam numai la diferentele as — aq, az — as, ay — asz si
as — a4 a caror suma este as — a; = 10. Aceste diferente trebuie sa fie diferite si
nenule, deci trebuie sa fie, intr-o anumita ordine, 1,2,3,4. Dar daca diferenta 1
sta langa diferenta 2, atunci suma celor doua diferente este 3 care astfel va aparea
de doua ori (de exemplu, daca ag — ay = 1, as — a1 = 2, atunci ag — a; = 3, dar si
ay — a3 sau az — ay este 3, deci diferentele nu sunt diferite). La fel, diferenta 1 nu
poate sta nici langa diferenta 3, deci trebuie sa stea langa diferenta 4. Dar atunci
az —a; = as — az = H, deci iarasi diferentele nu sunt diferite.

Rezulta agadar ca aj este cel putin 11.

Alegand, de exemplu, a; =0, ay = 2, a3 = 7, ay = 10, a5 = 11 obtinem 10 diferente
diferite (toate numerele de la 1 la 11 in afara de 6).

Alte exemple cu a5 = 11 sunt: a3 =0, a3 =1, a3 =4, ay =9, a5 = 11 sau a; = 0,
as=3,a3=4,a,=9,a5=11saua; =0,a, =2,a3 =7, a4 =8, a5 = 11.



