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Problema 1. Se stie ca modificand o singura cifra din scrierea zecimala a numarului
242643801 g6 obtine un numéar prim p.

a) Care este ultima cifra a lui p?

b) Aratati ca 42643801 este numar prim.

Dorel Mihet (Concursul interjudetean ,, Traian Lalescu”, Arad, 2013)
Solutie:
a) Numarul 242643891 g6 termind cu cifra 2 (exponentul da rest 1 la impartirea cu
4, iar ultima cifra a lui 2" se repeta din 4 in 4). Pentru a obtine un numar prim,
trebuie si schimbam ultima cifrd a lui 242643801,
Aratam ca aceasta cifra trebuie schimbata in 1, deci ca p se termina in cifra 1.
Evident, ultima cifra a lui p nu poate fi 0, 2, 4, 5, 6 sau 8.
Dacé U(p) — 3’ atuncip — 242643801+1 — (3_1)42643801_|_1 — M3+(_1)42643801+1 —
Ms, ceea ce contrazice faptul ca p este numar prim.
Dacs u(p) — 7’ atunci p= 242643801 +5=7+ (242643801 _ 2) =7+ 2(242643800 _ 1) —
7+ 2(814214600 _ 1) = 7 4 9[(7 4 1)14214600 _1] = 74+ 2. M; = My, ceea ce contrazice
faptul ca p este numar prim.
Daca u(p) = 9, atunci p = 212643801 7 — 942643801 4 1 1 6 = M3 + 6 = M3, ceea ce
contrazice faptul ca p este numar prim.
Ramane ca u(p) = 1.
b) In plus, din cele de mai sus rezulta ca — 1 este numar prim.
Presupunem prin absurd ca 42643801 este compus. Atunci exista m,n € N,
m,n > 2, astfel incat mn = 42643801. Atunci 1 < 2™ — 1 < 242643801 _ 1
242643801 _ 1 — 9mn _ 1 ge divide cu 2™ — 1, absurd. Contradictia la care am ajuns
arata ca 42643801 este numar prim.

p = 242643801

Remarci:

1. Faptul ca 2™ — 1 divide 2" — 1 rezulta din faptul cad 2" — 1 = (z — 1)(z" ! +
2" 24.. . +2%+x+1), identitate care se verifica direct prin desfacerea parantezelor.
Alte argumentari posibile:

2mn = (2m)" = (2™ — 1) +1)" = Mam_q + 1", deci 2™ — 1 divide 2" — 1.

Altfel: la nivelul clasei a V-a se stie ca 24 —1 =21 4+ 2v"2 4+ + 2+ 1. Daca
u = mn, putem grupa cei mn termeni ai sumei in n grupe de cate m si da factor
comun din fiecare grupa suma 2™ +2m=2 4 4+ 241,

2. Un numar prim de forma 2" — 1 se numste numar prim Mersenne. Daca 2" — 1
este numar prim Mersenne, atunci n este numar prim. Numarul p din problema
este un numar prim Mersenne! care are 12.837.064 cifre (al patrulea cel mai mare
cunoscut pana in prezent - se cunosc 49 de asemenea numere si nu se stie daca
numarul lor este finit sau infinit; cele mai mici asemenea numere sunt 3, 7, 31 si

! numit astfel dupa calugarul Martin Mersenne care le-a studiat in secolul al XVII-lea
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127, cunoscute inca din antichitate.)

Problema 2. Demonstrati ca orice numar intreg poate fi scris sub forma

2 2 2
r+y — =z,

Concursul KoMalL, problema B. 4840.

cux,y,z € N

Solutie:

Alegem y = z 4+ 1 si avem de aratat ca orice numar intreg poate fi scris sub forma
> +2z2+ 1, cux#0,2#0si 2 # —1.

Alegand x = 1 obtinem 2z 4+ 2, cu z # 0 gi 2z # —1, adica orice numar par diferit
de 0 si 2.

Si numerele 0 si —2 se pot scrie sub forma dorité, de exemplu astfel: 0 = 32+42—52,
—2=1%2+1%2-22

Alegand x = 2 obtinem 2z +5, cu z # 0 si z # —1, adica orice numar impar diferit
de 3 si 5.

Pe de alta parte, 3 = 4% 4+ 62 — 7%, 5 = 4% + 52 — 62

In concluzie, am scris orice numar intreg sub forma 22 + 3% — 22, cu ,y, z € N*.
Desigur, exista si alte scrieri, aga incat sunt multe moduri de a solutiona aceasta
problema.

Solutia oficiala din KoMalL:

Fie n un numaér intreg arbitrar. Ciutam o scriere n = x?+y? — 22 in care z = y+ 1.

Atunci n = 22+ y* — (y + 1)* = 2?2 — (2y + 1), deci n + 2y + 1 trebuie sa fie

patrat perfect. Deoarece y trebuie sa fie numar natural nenul, cautam un patrat

perfect care este cu cel putin 3 mai mare ca n si este de paritate contrara cu

n. 1l putem, de exemplu, alege pe (n? + 3)%2. Fie, deci, z = n? + 3. Atunci
?>—n—1 n'4+6n —n+38 9 nt—n

Yy = = =3n"+4+

2 2
nenul, deci si z = y+ 1 este tot natural nenul. Cu aceasta alegere a lu x,y, z, avem
can = 2% +y% — 22, de unde concluzia.

2

, care este numar natural

Problema 3. O incuietoare, dotata cu trei butoane, se deschide daca cele trei
butoane sunt apasate intr-o anumita ordine. Care este numarul minim de apasari
de buton pe care trebuie sa le facem pentru a fi siguri ca am deschis incuietoarea?

(Eventualele apasari anterioare de buton, precedente celor trei apasari care au dus
la deschiderea incuietorii, nu au efect asupra mecanismului acesteia.)

De exemplu, daca incuietoarea ar fi avut numai doua butoane, din trei apasari
(primul buton, al doilea buton, primul buton) am fi fost siguri ca am deschis
incuietoarea, indiferent daca ordinea de apasare a butoanelor care a deschis-o a
fost ,,primul buton, al doilea buton” sau ,,al doilea buton, primul buton”.
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Solutie:

Sa notam butoanele cu 1,2,3. Sunt 6 combinatii posibile care ar putea deschide
incuetoarea: 123, 132, 213, 231, 312 si 321.

Este evident ca pentru a fi siguri ca deschidem incuietoarea indiferent de care este
codul, fiecare din cele sase succesiuni de apasari de buton trebuie sa fie incercata.
Pentru a avea 6 secvente de trei apasari, este nevoie de cel putin 8 apasari.
O secventa de 8 apasari, r1x2r3x4T5T6272s, contine intr-adevar 6 secvente de 3
apasari: TiTeXs, ToX3Xy, T3T4ls, T4Ts5Tg, T5Lel7, Tel7Tg. O secventa mai scurta
(formata din mai putin de 8 apasari) nu contine 6 secvente de 3 apasari.

Asgadar, este nevoie de cel putin 8 apasari.

In continuare, demonstram ca 8 apasari nu sunt intotdeauna suficiente. Pentru a
fi sufieciente, fiecare din secventele x1x9x3, ToT3Ty, T3T4T5, T4T5Tg, T5TeXr, TelTIy
trebuie sa coincida cu cate una din secventele 123, 132, 213, 231, 312 si 321. Agadar
fiecare secventa trebuie sa contina cifre distincte. Dar {1,2,3} = {z1, 29, 23} =
{xs, x3, x4} implica x; = x4. Analog, {1,2,3} = {9, x3, 24} = {x3, 14, x5} implica
xo = x5, iar {1,2,3} = {x3, x4, 25} = {x4, x5, 26} conduce la x5 = x4. Dar atunci
secventele x1xox3 i x4x516 coincid, deci nu se obtin toate cele sase secvente de trei
apasari.

In concluzie, este nevoie de minim 9 apasari.

Vom arata printr-un exemplu ca 9 apasari sunt suficiente pentru a deschide incu-
ietoarea indiferent care ar fi codul: putem apasa, in ordine, butoanele

1,2,3,1,2,1,3,2,1.

Aceasta succesiune de apasari e garantata sa deschida incuietoarea, deci numarul
minim de apasari de buton care asigura deschiderea incuuietorii este 9.

Problema 4. Fie AH,, BH, si C'H3 inaltimile triunghiului ABC'. Punctul M este
mijlocul lui [HyHj). Dreapta AM intersecteaza H;Hs in punctul K. Demonstrati
ca punctul K se afla pe linia mijlocie a triunghiului ABC' paralela cu AC.

A. Rudenko, D. Khilko, Olimpiada de geometrie ,,Sharygin”, Rusia, 2016
Solutia oficiala: Fie P proiectia lui H3 pe AC. Triunghiul H3PH, este drep-
tunghic si M este mijlocul ipotenuzei sale, deci MP = MH, si <MPH, =
IMHyA. Dar <HHyC' = <ABC = <H3HA, de unde M P || KHy. De aici

AM AP
obtinem ca K = A T, Triunghiurile AHyH3 si ABC' sunt asemenea, deci
AP AH AM AP AH
AL, = ABg' Atunci T AH, = A33 si H3M || BK. De asemenea,

m(<H3H2B) = 90° — m(<ZH3H2A) = 90° — m(<IH1H20) = m(<IBH2K) Atunci
<Hy;BK = <H3H>B = <BH K, deci triunghiul BH,K este isoscel. Este clar ca
linia mijlocie paralela cu AC' este mediatoarea lui [BHs], deci trece prin K.
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