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Problema 1. Daca a,b,c sunt numere reale astfel ca a + ;= 7, b+ — = 14,
c

1 1
c + — = 21, calculati abc + he
c

Solutie:

Observam ca inmultind relatiile din enunt obtinem

1 1 1 1 1 1 1
at+-|{(b+-)(c+—-)=abc+a+b+c+ - + + - —I——Z
b c a b abe

1 1 1 1
abc+ —+la+ )+ (b+—]+|c+—],
abe b c a

1
deundeabc—i—T:7-14-21—7—14—21:2016.
abce

Problema 2. Demonstrati ca exista o infinitate de numere compuse in sirul
1,31,331,3331, ... .

Concursul KoMaL, problema B. 3525., februarie 2002
Solutie:

Vom folosi urmatorul rezultat:
Orice numar prim cu 10 are o infinitate de multipli scrisi numai cu cifra 1.

Demonstratie: Fie n un numar natural prim cu 10. Consideram numerele

r1=1, 2o =11, x3 =111, ..., z,0 =111...1.
n+1 cifre
Din principiul cutiei rezulta ca exista printre aceste numere doua, z; si x;, cu
i < j, care sa dea acelasi rest la Impartirea cu n. Atunci n | (z; — x;), adica
n|111...1000...0. Dar cum (n,10) = 1, rezulta ca x;_; este un multiplu al lui
j—i cifre % cifre

n scris numai cu cifra 1. Juxtapunand numere divizibile cu n obtinem tot numere
divizibile cu n, astfel, mai general, orice numar de forma wy;_;, k € N*, este di-
vizibil cu n.

Din cele de mai sus rezulta ca 31 are o infinitate de multipli scrigi numai cu cifra
3. Adaugand la sfarsitul unui asemenea numar, N, cifrele 3,1 obtinem 100N + 31,
tot un multiplu de 31. Prin urmare, sirul contine o infinitate de numere divizibile
cu 31 si mai mari decat 31, deci compuse.
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Remarca: Putem preciza o multime infinita de numere divizibile cu 31: din mica
teoremi a lui Fermat, numarul 10%° — 1 este divizibil cu 31, deci si 103% — 1 sunt
divizibile cu 31. Cum (3,31) = 1, rezulta ca toate numerele de forma 333...3 sunt

30k cifre
divizibile cu 31. Prin urmare, toate numerele de forma 333...31 sunt divizibile
—_

30k+1 cifre
cu 31.

intémplétor, chiar 10* — 1 este divizibil cu 31, deci in remarca de mai sus putem
inlocui 30k cu 15k.

Observatie: Primul numar compus din sir este cel cu 8 cifre de 3; acesta este
divizibil cu 17.

In rezolvarea prezentata mai sus, numarul 31 poate fi inlocuit cu orice alt numar
care are un multiplu in girul dat: el va avea o infinitate de multipli scrigi numai
cu cifra 3 care, juxtapusi cu multiplul deja gasit, ofera infinitatea de termeni ai
sirului care sunt numere compuse. De exemplu, am fi putut alege 17. Din mica
teorema a lui Fermat rezulta ca 17 divide 10'* — 1, deci 17 divide 333...3, deci si

16k cifre
pe 333...31.
N——

16k+8 cifre
Se poate verifica ugor ca niciun numar prim mai mic decat 17 nu divide vreun

termen al girului.

Problema 3. Pe latura [BC] a triunghiului ABC, cu m(<BAC) > 90°, se con-
sidera punctele D si E astfel incat <DAB = <ACB si <FFAC = <ABC.
Bisectoarele unghiurilor <ADB si <AEC taie laturile [AB] respectiv [AC] in F si
G. Demonstrati ca triunghiul AFG este isoscel.

Petru Braica

Solutie:

Deoarece m(<<DAB) +m(<EAC) = m(<ACB)+m(<ABC) < 90° < m(<ABC),

rezultd ca D € (BE).

Avem ca m(<ADE) = m(<DAB) + m(<ABD) = m(<ACB) + m(<ABC) i,

analog, m(<AED) = m(<ABC) + m(<ACB), deci triunghiul ADFE este isoscel,

cu AD = AE. In plus, <ADB = <AEC, deci si <BDF = <AEG. Triunghiurile
FB  BD

FBD gi GAE sunt asemenea (cazul de asemanare UU), deci 10 - Ap o S
BF  AG

5D - AE" . Din teorema bisectoarei aplicata in triunghiul ABD rezulta atunci ca
AF  AD AF  BF AG

BF - BD deci D-BD - AE" . Cum AD = AFE, de aici rezulta AF = AG

si concluzia.



Problema 4. Patratelele unitate ale unei table 7 x 7 se completeaza cu numerele
1,2,...,49 astfel incat numere consecutive sunt scrise in patratele care au o latura
comuna. Care este numarul maxim de numere prime pe care le poate contine un
rand al tablei?

Olimpiada Turcia, 2013, runda I

Solutie: Coloram patratelele tablei cu alb si negru, asemeni unei table de sah, cu
colturile avand culoarea neagra. Doua patratele care au o latura comuna vor avea
culori diferite. Avem 25 de patratele negre si 24 albe. Atunci toate patratelele
negre vor contine numere impare, iar patratelele albe numere pare. Fiecare rand
va contine 4 patratele albe si 3 negre sau invers, adica 4 numere de o paritate si
3 de cealalta. Prin urmare, deoarece cu exceptia lui 2, toate numerele prime sunt
impare, pe o linie putem avea cel mult 5 numere prime: 4 impare, plus numarul 2.

Pe de alta parte, chiar exista o amplasare a numerelor pe tabla care respecta
cerintele si pentru care exista o linie care contine 5 numere prime, gi anume prima
linie a tablei de mai jos:

11|12 1318 |19
1019 [14]17]20
718151621
28 127126252423 |22
2913031 |32|33|34|35
42141140 |39 | 38|37 |36
43 |44 |45 |46 |47 |48 | 49

O = W
[N N )

In concluzie, numarul maxim de numere prime pe care le poate avea o linie a unei
table completate dupa regulile din enunt, este 5.



